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1 Kilka klasycznych nieré6wnosci

Pomocne w naszych rozwazaniach okaza sie takie klasyczne nieréwnosci jak: nieréwnosé miedzy
srednia arytmetyczna, a geometryczna, nieréwnos$¢ Schwarza, nieréwnos$¢ Jensena dla funkeji wy-
puktej, nieréwnosé¢ zwiazana z ciagami przeciwnie uporzadkowanymi oraz pewna prosta nierownoscé
cykliczna. Podajemy w tym paragrafie doktadne sformulowania wszystkich tych nieréwnosci wraz
z dowodami. W przypadku nieréwnosci Cauchy’ego miedzy srednia arytmetyczna, a geometryczna
nie podajemy standardowego dowodu, ale pewien znacznie krétszy dowdd oparty na innej, prostej
nieréwnosci. Réznorodne dowody oraz wiele ¢wiczen i informacji tyczacy nie tylko tych wymienionych
nieréwnosci znalezé mozna w ksiazce L. Kourliandtchika [2]. Przy wiekszosci z nizej opisanych
twierdzen znajduja sie ¢wiczenia na zastosowanie danej nierownosci wraz ze wskazéwka rozwiazania.

Twierdzenie 1. (Nieréwnosé Cauchy’ego) Zatoimy, ze ay, ..., a, sa liczbami dodatnimi.
Wowczas ich srednia arytmetyczna jest wieksza lub rowna ich Sredniej geometrycznej, tzn.

ap+ ...+ ay
n

> ay .. ay. (1)

Dowdd. Wykorzystamy nastepujaca nieréwnosc:
e® >x+1 dla wszystkich x € R.

Azeby ja uzasadni¢ mozna np. rozwazy¢ funkcje okreslona wzorem f(z) = e* —x — 1 1 zauwazy¢, ze
zeruje sie ona w punkcie z = 0, a jednoczesnie, ze wzgledu na znak jej pochodnej: f/'(z) = e* — 1,
ktory jest ujemny dla x < 0 i dodatni dla = > 0, jest ona funkcja malejaca na przedziale (—oo,0)
oraz funkcja rosnaca na przedziale (0,+00). To wszystko oznacza, ze funkcja f przyjmuje swe
globalne minimum w punkcie = 0 i minimum to wynosi f(0) = 0; w takim razie f(z) > 0 dla
wszystkich x € R. Mozna takze spojrze¢ na ponizszy rysunek.



Oznaczmy A = %(al + ...+ a,). Liczba A jest dodatnia; wykorzystujac powyzsza nieréwnosé

mozemy napisa¢ zatem:

_A _A n a]— an—
Jay ..o a, = AV(lealA )-...-(1+anA )§A\/e r U

= A ((F (1) 2 40 = A

co wlasnie nalezalo wykazac.
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Cwiczenie 1. Pokazaé, ze dla wszystkich liczb a, b, ¢ > 1 prawdziwa jest nieréwnos¢
5 logya log.b log,c S 9
a+b b+c c+a)  a+btc
Wskazowka. Dwukrotnie zastosowa¢ nieréwnosé¢ Cauchy’ego; najpierw dla trzech liczb:
log,a log.b log,c
a+b’ b+c’ c+a
Twierdzenie 2. (Nieréwno$é Schwarza) Zatdzmy, zZe ay,...,a, oraz by,..., b, sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi. Wowczas zachodzi nierownosé
(a2 +...+a2)(b+...+b2) > (arhy + ...+ anby)*. (2)

Dowaod. Dla dowolnego x € R mamy

n

i=1
= x2ia? +2xiaibi —i—ib?.
i=1 i=1 i=1

Wyrazenie to przedstawia funkcje kwadratowa zmiennej x. Skoro jest ona, jak wyzej napisano,
stale nieujemna, wiec posiada co najwyzej jeden pierwiastek. To z kolei oznacza, ze wyrdznik tego
tréjmianu jest mniejszy lub rowny zeru:

(22%)2_4 (;cﬁ) (;bz> 0.

co jest rownowazne z dowodzona przez nas nieréwnoscia.

[ |
Cwiczenie 2. Pokaza¢, ze bezposrednim wnioskiem z nieréwnosci Schwarza jest nieréwnos¢:
n n 2
3 zi o (i )
— n ?
— Y1 Zi:l T;Y;
gdzie x1,...,x, oraz yi,...,y, sa dowolnymi liczbami dodatnimi. Nastepnie, korzystajac z tego

wniosku, wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnos¢

a n b i c 51
2b+c 2c4+a 2a+b



Wskazowka. Przyja¢ x1 = a,x9 = b,x3 = c,y1 = 2b+ ¢, yo = 2c + a,ys = 2a + b.

Zeby sformulowaé¢ nastepna nieréwnosé, potrzebujemy pojecia funkeji wypuklej. Mamy mi-
anowicie nastepujaca definicje.

Definicja 1. Niech funckja f: (a,b) — R bedzie funkcja okreslona na pewnym obustronnie ot-
wartym przedziale (a,b) (moze by¢ to przedzial nieskoniczony). Funkcje f nazywamy wypukte wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwéch punktéw x,y € (a,b) oraz dla dowolnej liczby A € [0, 1]
zachodzi nier6wnosé

fFOz+ 1 =Ny) <Af(x)+ (1= N)f(y).

Liczby Ay, ..., A\, wystepujace w powyzszej nieréwnosci czasami nazywane sa wagamsi, a wyrazenie
MT1+. ..+ Az, nazywane jest kombinacja wypukta punktéw x4, ..., z,. Geometrycznie definicja ta
oznacza tyle, ze wykres funkcji f lezy zawsze ponizej lub na cieciwie laczacej dwa dowolnie ustalone
jego punkty.

Funkcjami wypuklymi sa na przyktad: f(z) =e* dlaz € R, f(x) = % dla z € (0,+00), f(z) =sinz
dla x € (m,27).

Twierdzenie 3. (Nieréwnosé Jensena) Zaldimy, ze funkcja f: (a,b) — R jest wypukla na
przedziale (a,b) (byé moze nieskoriczonym). Wowczas dla dowolnych liczb x4, ..., x, € (a,b) oraz
dowolnych takich liczb Ay, ..., A\, € [0,1], Ze \y + ...+ N\, = 1, zachodzi nieréwnosé

Dowdd. Udowodnimy to twierdzenie stosujac indukcje wzgledem n. Dla n = 1 nie ma czego
dowodzi¢ (mamy tu tylko jeden punkt z; € (a,b) i jedna liczbe A\; = 1, a nasza nieréwnosé staje
sie réwnoscia). Dla n = 2 dowodzona nieréwnos¢ jest niczym innym jak nieréwnoscia definiujaca
funkcje wypukle.

Zaltézmy teraz indukcyjnie, ze n € N oraz ze nieréwnosé (3) zachodzi dla n oraz dowolnych
liczb xy,...,2, € (a,b) oraz A\i,..., A\, € [0,1] takich, ze A\; + ... + A, = 1. W celu wykazania
nieréwnosci dla n + 1 ustalmy dowolnie n+ 1 liczb x1, ...,z € (a,b), A1, ..., A1 € [0, 1] takich,
ze M1+ ...+ Ay =10 Jesli A\p1 = 1, to musi byé \y = ... = A, = 01 nasza nieréwnos¢ dla n + 1
oczywiscie zachodzi. Zalézmy wiec, ze A\, 11 < 1. Wowcezas mozemy napisac:

A An
faxr+ .o+ A1) = fLL = A\s1) —1:1:1 Foiit ——— |+ A1
I — Ang1 L= A1
< Al (ot ) 4 A ()
= n+1 1— )\n+1$l cee 1— )\n+1 Tn n+1J \Tn41
)\1 )\n
< (I=Ant1) f@) 4+ ...+ ———f(2) | + A1 f(Tns1)
1— A1 I — At

= Mf(x) + o M (@) F A ()



przy czym piszac pierwszy znak nieréwnosci skorzystaliSmy z nieréwnosci z Definicji 1 (z wagami
(1= Ang1) 1 Apy1 - oczywiscie sa to liczby z przedziatu [0, 1], ktére sumuja sie do 1), piszac zas drugi
znak nieréwnosci skorzystaliémy z poczynionego zalozenia indukcyjnego czyli - nieréwnosci dla n

punktéw (tutaj wagami byty liczby 1_:\\1&1 ey 1_’/\\’;+1 - réwniez sa to liczby z przedziatu [0, 1] oraz

sumuja sie do 1, na mocy zalozenia, ze Ay + ...+ A1 = 1).
[ |

Cwiczenie 3. Udowodni¢ nastepujaca nieréwnos¢ miedzy sSrednimi wazonymi, stanowiaca uogolnienie
nierowno$ci Cauchy’ego: Dla dowolnych liczb dodatnich aq,...,a, oraz \,...,\, takich, ze \; +
...+ Ay = 1, zachodzi nieréwnos¢

An
n -

>\1a1+...—|—)\nan2ai‘1-...oa

Zauwazy¢, ze faktycznie wynika stad nieréwnos$é¢ Cauchy’ego, wystarczy bowiem przyja¢ Ay = ... =
Ay, = L

n

Wskazowka. Zastosowaé nieéwnosé¢ Jensena dla wypuklej funkeji f(z) = e”.

Nastepna potrzebna nam nieréwnos¢ wykazemy postugujac sie tzw. metoda uzupetniania do
petnych kwadratow.

Twierdzenie 4. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, . .., x, zachodzi nieréwnosc

E;x? > % (21') . (4)

Dowod. Wykorzystamy nastepujacy uogdlniony wzor na kwadrat sumy:

n 2 n
(Zx’) =D wi+2 ), my,
=1 =1

1<i<j<n

gdzie po prawej stronie mamy sume podwojonych wszystkich mozliwych iloczynéow wyrazen postaci
xix;, gdzie i,j sa rdinymi indeksami ze zbioru {1,...,n}. Wykorzystujac ten wzér mozemy
przepisa¢ dowodzona nierowno$é¢ w rownowaznej postaci:

1\ « 2

i=1 1<i<j<n

czyli

(n—l)ix?—Z Z xix; > 0.
i=1

1<i<j<n

Zauwazmy, ze wyrazenie wystepujace po lewej stronie nieréwnosci mozemy pogrupowac w nastepujacy
sposob: rozwazamy dowolny iloczyn postaci 2z;x;, gdzie 1 < ¢ < j < n. Mamy oczywiscie
x7 + 2 — 2w = (2; — x;)® > 0. Kazdy kwadrat 27 wystapi dokladnie w (n — 1) iloczynach
postaci 2z;x; (odpowiadajacych tym j € {1,...,n}, ktére sa rézne od 7). Jednak dokladnie tyle
wynosi wspélezynnik stojacy w powyzszej nieréwnosci przy x?. To pokazuje, ze wyrazenie po jej
lewej stronie moze zosta¢ przedstawione jako suma kwadratéw postaci (z; — x;)?, a zatem - jest to
liczba nieujemna, co wiasnie nalezato wykazac.



Cwiczenie 4. Pokaza¢, ze udowodnione twierdzenie w przypadku n = 5 daje nieréwnos¢

(1’1 + 29 + X3 +l’4+l’5)2 (5)

| =

2 2 2 2 2
]+ x5 + 3+ 3y + a5 >

dla dowolnych liczb rzeczywistych xq, xs, 23, 24, x5.
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé¢

a? +b*+c* >ab+be+ca. (6)

Wskazowka. Aby udowodni¢ nieréwnosé (6), nie trzeba powotywaé sie na Twierdzenie 4. Mozna
to zrobi¢ bezposrednio, mnozac obie strony tej nierownosci przez 2 i uzupemiajac do pelnych
kwadratéw.

Nastepna nieréwno$¢, zwiazana z ciagami przeciwnie uporzadkowanymi, moze zosta¢ podana w
nieco szerszej formie, co zainteresowany Czytelnik moze sprawdzi¢ w ksiazce [2], rozdziat 4. Obecnie
podamy jednak tyle, ile okaze sie wystarczajace dla zastosowan w problemie Shapiro. Niezbyt
precycyjnie méwiac, jesli dane sa dwa ciagi o tej samej dlugosci zlozone z liczb rzeczywistych,
powiedzmy: (ai,...,a,), (b,...,b,) 1 interesuja nas wyrazenia postaci takiej jak » a;b;, to okazuje
sie, ze najwieksza jego warto$¢ mozemy uzyska¢ wéwcezas, gdy ciagi sa jednakowo uporzadkowane
(np. oba rosnace), za$ najmniejsza jego warto$¢ - gdy sa one uporzadkowane przeciwnie (np. jeden
jest rosnacy, a drugi malejacy).

Twierdzenie 5. Niech ay,...,a,, by, ..., b, bedaq liczbhami rzeczywistymi takimi, ze a; < ag < ... <
ay orazby > by > ... > b, i niech (b),...,0) bedzie dowolna permutacja liczb (b, ..., b,). Wowczas

zachodzi nierownosé:
n n
i=1 i=1

Dowod. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 nieréwnos¢ jest oczywista. Dla n = 2
mamy tylko dwie mozliwe permutacje: (by,bs) i (b2,b1). W przypadku pierwszej z nich nasza
nierownos¢ staje sie rownoscia, w przypadku drugiej - jest ona rownowazna z nieréwnoscia a,b; +
a2b2 S a1b2 + Clle. Mamy jednak

a161 + CLQbQ — (lle — a2b1 = ((11 — CLQ)(bl — bg) S 0,

bowiem a; — as S 0, bl - b2 Z 0.

Zalézmy prawdziwosé nieréwnosci (7) dla liczby naturalnej n (i dowolnych ciagéw (ay, ..., a,),
(by,...,b,) spelniajacych stosowne zalozenia). Wykazemy nieréwnos¢ dla n 4+ 1. Ustalmy dowolne
ciagi (a1, ..., ans1), (b1, ..., byy1) liczb rzeczywistych takie, pierwszy rosnacy, drugi malejacy. Ustalmy
takze dowolnie permutacje (b, ..., ,,) ciagu (b1,...,by41). Dla dokladnie jednego i € {1,...,n+
1} mamy by = b..

Jedli ¢ = 1, tzn. by = b, to ciag (by,..., b, 1) jest permutacja ciagu (b, ..., b,41), Wiec z
zalozenia indukcyjnego dostajemy nieréwnosé

n+1 n+1

1=2 =2

Dodajac do obu stron tej nieréwnosci sktadnik a;b; (= a;b)), otrzymujemy zadana nieréwnosé.
Rozwazmy teraz przypadek kiedy ¢ > 1. Mamy a; < a; (bo a; jest najmniejsza ze wszystkich
liczb ay,...,a,.1) oraz b, > b (bo b, jest réwne by czyli najwiekszej z liczb by, ..., b,11). Mozemy



zastosowaé przeto nieréwnosé¢ (7) udowodniona w przypadku n = 2, dla clagéow (aq,a;), (b,0}).
Daje ona
&1b; + alb'l < alb’l + Clzb; .

Stad (przez dodanie do obu stron pewnych , ,brakujacych” skltadnikéw):

alb; + Clgbé + ...+ ai,lbgfl + Clell + ai+1b{i+1 + ...+ ang;H S
< arb) Fagbh + .o+ aia b+ ab + aia bl o anabl

Zaobserwujmy, ze po prawej stronie mamy tu juz prawa strone dowodzonej przez nas nieréwnosci
(7) dla n + 1. Zauwazmy takze, ze ciag

(/27"'7 ;—17 /17 ;—i-l?"'?b;w—l—l) (8)

jest permutacja ciagu (bg, b3, ..., b,11). Istotnie, jedynym elementem nie wystepujacym w ciagu (8)
jest b}, ktory jest réwny by czyli jedynemu elementowi, ktérego brakuje w ciagu (bg, b3, ..., byy1).
Mozemy zatem zastosowaé zatozona indukcyjnie nier6wnosé (7) dla n-elementowych ciagéw:
(ag,as, ... any1), (ba.bs, ..., byy1) 1 permutacji (8). Otrzymamy, ze

agby + ...+ ai—1bi—1 + ab; + ajp1big + . A appiby <
S a2bl2 + ...+ (]Jl',lb,/iil + alb’l —+ ai+1b,/i+1 + ...+ an+1b;+1 .

W potaczeniu z poprzednia nieréwnoscia daje to:
alb; + a/2b2 + ...+ an+1bn+1 S a’lbll —+ a2b/2 + ...+ an+1b;l+1 :

co stanowi zadana nier6wnos¢, bowiem b; = b;.

Definicja 2. Ciagi liczb rzeczywistych (aq, ..., a,), (b1, ..., b,) nazywamy przeciwnie uporzadko-
wanymi, jesli zachodzi warunek:
((ZZ‘ > CL]‘) = (bz < b]) .

Mowiac prosciej, ciagi takie sa przeciwnie uporzadkowane, jesli liczba najwieksza w pierwszym
ciagu (ewentualnie ktéras z najwiekszych, jesli jest ich wiecej niz jedna) ma taki numer jak liczba
najmniejsza w drugim ciagu (lub ktéra$ z najmniejszych); liczba druga pod wzgledem wielkosci w
pierwszym ciagu (ktéras z nich) stoi w tym miejscu, co druga najmniejsza w drugim ciagu (ktéras
z nich) itd. Na przyklad, ciagi: (2,1,3), (—1,1, —2) sa przeciwnie uporzadkowane, podobnie jak
ciagi: (2,0,2), (—1,3,0). Za$ ciagi: (1,2,2), (1,2,0) nie sa przeciwnie uporzadkowane. Czytelnik
latwo odgadnie jaka jest definicja ciagdéw jednakowo uporzadkowanych i zachecany jest do siegniecia
po ksiazke [2].

Podamy teraz pewne wzmocnienie Twierdzenia 5. Mianowicie, zachodzi

Twierdzenie 6. Zaldzmy, zZe ciagi liczb rzeczywistych (ay, ..., ay), (b1, ..., b,) sa przeciwnie uporzad-
kowane. Niech (a),...,al) bedzie dowolna permutacja ciagu (ay,...,a,) @ niech (by,...,0) bedzie
dowolna permutacja ciagu (by, ..., b,). Wowczas zachodzi nierduwnosé

=1 i=1



Dowdd. Nietrudno stwierdzié¢, ze skoro ciagi (ay, ..., a,)1 (b1, ..., b,) sa przeciwnie uporzadkowane,
istnieje wspdlna dla nich obu permutacja o zbioru {1, ...,n} przeksztalcajaca pierwszy ciag w ciag
rosnacy, a drugi - w ciag malejacy, tzn.

Qs (1) <...< Qo (n)

bg(l) > ... 2 bg(n) .

Oczywiscie
n n

Z ab; = Z Ao (i)boi)

i=1 i=1
(dodawanie jest przemienne!). Na mocy Twierdzenia 5, zachodzi nieréwnos¢

n

Z o (i)boiy < Z Ao(i)br(a (i) »
=1

=1

dla dowolnej permutacji 7 zbioru wskaznikéw {1,...,n}. Mozna oczywiscie zdefiniowaé te permu-
tacje tak, aby br(o(:)) = b;;(@') dla kazdego ¢ = 1,...,n, gdzie u jest ta permutacja, ze a,(;) = a’#(i) dla
1=1,...,n. To konczy dowéd, bowiem

Zn: @iy Vi) = 2”: aibi
=1 i=1

znow na mocy przemiennosci dodawania.

Cwiczenie 5. Udowodni¢, ze dla kazdych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
a®b + bPc + a > a’be + bPca + c*ab.

Wskazowka. Patrzac na prawa strone nieréwnosci zaproponowaé¢ odpowiednie ciagi przeciwnie
uporzadkowane. Wykorzysta¢ Twierdzenie 6.

Ciekawostka. Zadanie to bylo jedna z propozycji zadan na final XXIV Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej w 1983 roku. Podczas dokonywania wyboru zadan czlonkowie jury mieli przy-
dzielony czas do rozwiazania proponowanych problemow tak, by jak najlepiej méc oceni¢ trudnosé
danego zadania. Zaden z éwezesnych czlonkéw jury nie byl w stanie udowodnié¢ tej nieréwnosci.
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