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1 Kilka klasycznych nierówności

Pomocne w naszych rozważaniach okaż ↪a si ↪e takie klasyczne nierówności jak: nierówność mi ↪edzy
średni ↪a arytmetyczn ↪a, a geometryczn ↪a, nierówność Schwarza, nierówność Jensena dla funkcji wy-
puk lej, nierówność zwi ↪azana z ci ↪agami przeciwnie uporz ↪adkowanymi oraz pewna prosta nierówność
cykliczna. Podajemy w tym paragrafie dok ladne sformu lowania wszystkich tych nierówności wraz
z dowodami. W przypadku nierówności Cauchy’ego mi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a, a geometryczn ↪a
nie podajemy standardowego dowodu, ale pewien znacznie krótszy dowód oparty na innej, prostej
nierówności. Różnorodne dowody oraz wiele ćwiczeń i informacji tycz ↪acy nie tylko tych wymienionych
nierówności znaleźć można w ksi ↪ażce L. Kourliandtchika [2]. Przy wi ↪ekszości z niżej opisanych
twierdzeń znajduj ↪a si ↪e ćwiczenia na zastosowanie danej nierówności wraz ze wskazówk ↪a rozwi ↪azania.

Twierdzenie 1. (Nierówność Cauchy’ego) Za lożmy, że a1, . . . , an s ↪a liczbami dodatnimi.
Wówczas ich średnia arytmetyczna jest wi ↪eksza lub równa ich średniej geometrycznej, tzn.

a1 + . . . + an

n
≥ n
√

a1 · . . . · an . (1)

Dowód. Wykorzystamy nast ↪epuj ↪ac ↪a nierówność:

ex ≥ x + 1 dla wszystkich x ∈ R .

Ażeby j ↪a uzasadnić można np. rozważyć funkcj ↪e określon ↪a wzorem f(x) = ex−x−1 i zauważyć, że
zeruje si ↪e ona w punkcie x = 0, a jednocześnie, ze wzgl ↪edu na znak jej pochodnej: f ′(x) = ex − 1,
który jest ujemny dla x < 0 i dodatni dla x > 0, jest ona funkcj ↪a malej ↪ac ↪a na przedziale (−∞, 0)
oraz funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a na przedziale (0, +∞). To wszystko oznacza, że funkcja f przyjmuje swe
globalne minimum w punkcie x = 0 i minimum to wynosi f(0) = 0; w takim razie f(x) ≥ 0 dla
wszystkich x ∈ R. Można także spojrzeć na poniższy rysunek.
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Oznaczmy A = 1
n
(a1 + . . . + an). Liczba A jest dodatnia; wykorzystuj ↪ac powyższ ↪a nierówność

możemy napisać zatem:

n
√

a1 · . . . · an = A n

√(
1 +

a1 − A

A

)
· . . . ·

(
1 +

an − A

A

)
≤ A

n

√
e

a1−A
A · . . . · ean−A

A

= Ae
1
n((a1

A
−1)+...+(an

A
−1)) = Ae0 = A ,

co w laśnie należa lo wykazać.
�

Ćwiczenie 1. Pokazać, że dla wszystkich liczb a, b, c > 1 prawdziwa jest nierówność

2

(
logb a

a + b
+

logc b

b + c
+

loga c

c + a

)
≥ 9

a + b + c
.

Wskazówka. Dwukrotnie zastosować nierówność Cauchy’ego; najpierw dla trzech liczb:

logb a

a + b
,

logc b

b + c
,

loga c

c + a
.

Twierdzenie 2. (Nierówność Schwarza) Za lóżmy, że a1, . . . , an oraz b1, . . . , bn s ↪a dowolnymi
liczbami rzeczywistymi. Wówczas zachodzi nierówność

(a2
1 + . . . + a2

n)(b2
1 + . . . + b2

n) ≥ (a1b1 + . . . + anbn)2 . (2)

Dowód. Dla dowolnego x ∈ R mamy

0 ≤
n∑

i=1

(aix + bi)
2

= x2

n∑
i=1

a2
i + 2x

n∑
i=1

aibi +
n∑

i=1

b2
i .

Wyrażenie to przedstawia funkcj ↪e kwadratow ↪a zmiennej x. Skoro jest ona, jak wyżej napisano,
stale nieujemna, wi ↪ec posiada co najwyżej jeden pierwiastek. To z kolei oznacza, że wyróżnik tego
trójmianu jest mniejszy lub równy zeru:(

2
n∑

i=1

aibi

)2

− 4

(
n∑

i=1

a2
i

)(
n∑

i=1

b2
i

)
≤ 0 ,

co jest równoważne z dowodzon ↪a przez nas nierówności ↪a.
�

Ćwiczenie 2. Pokazać, że bezpośrednim wnioskiem z nierówności Schwarza jest nierówność:

n∑
i=1

xi

y1

≥ (
∑n

i=1 xi)
2∑n

i=1 xiyi

,

gdzie x1, . . . , xn oraz y1, . . . , yn s ↪a dowolnymi liczbami dodatnimi. Nast ↪epnie, korzystaj ↪ac z tego
wniosku, wykazać, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c prawdziwa jest nierówność

a

2b + c
+

b

2c + a
+

c

2a + b
≥ 1 .
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Wskazówka. Przyj ↪ać x1 = a, x2 = b, x3 = c, y1 = 2b + c, y2 = 2c + a, y3 = 2a + b.

Żeby sformu lować nast ↪epn ↪a nierówność, potrzebujemy poj ↪ecia funkcji wypuk lej. Mamy mi-
anowicie nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e.

Definicja 1. Niech funckja f : (a, b) → R b ↪edzie funkcj ↪a określon ↪a na pewnym obustronnie ot-
wartym przedziale (a, b) (może być to przedzia l nieskończony). Funkcj ↪e f nazywamy wypuk l ↪a wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwóch punktów x, y ∈ (a, b) oraz dla dowolnej liczby λ ∈ [0, 1]
zachodzi nierówność

f (λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) .

Liczby λ1, . . . , λn wyst ↪epuj ↪ace w powyższej nierówności czasami nazywane s ↪a wagami , a wyrażenie
λ1x1+. . .+λnxn nazywane jest kombinacj ↪a wypuk l ↪a punktów x1, . . . , xn. Geometrycznie definicja ta
oznacza tyle, że wykres funkcji f leży zawsze poniżej lub na ci ↪eciwie  l ↪acz ↪acej dwa dowolnie ustalone
jego punkty.

Funkcjami wypuk lymi s ↪a na przyk lad: f(x) = ex dla x ∈ R, f(x) = 1
x

dla x ∈ (0, +∞), f(x) = sin x
dla x ∈ (π, 2π).

Twierdzenie 3. (Nierówność Jensena) Za lóżmy, że funkcja f : (a, b) → R jest wypuk la na
przedziale (a, b) (być może nieskończonym). Wówczas dla dowolnych liczb x1, . . . , xn ∈ (a, b) oraz
dowolnych takich liczb λ1, . . . , λn ∈ [0, 1], że λ1 + . . . + λn = 1, zachodzi nierówność

f (λ1x1 + . . . + λnxn) ≤ λ1f(x1) + . . . + λnf(xn) . (3)

Dowód. Udowodnimy to twierdzenie stosuj ↪ac indukcj ↪e wzgl ↪edem n. Dla n = 1 nie ma czego
dowodzić (mamy tu tylko jeden punkt x1 ∈ (a, b) i jedn ↪a liczb ↪e λ1 = 1, a nasza nierówność staje
si ↪e równości ↪a). Dla n = 2 dowodzona nierówność jest niczym innym jak nierówności ↪a definiuj ↪ac ↪a
funkcje wypuk le.

Za lóżmy teraz indukcyjnie, że n ∈ N oraz że nierówność (3) zachodzi dla n oraz dowolnych
liczb x1, . . . , xn ∈ (a, b) oraz λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] takich, że λ1 + . . . + λn = 1. W celu wykazania
nierówności dla n + 1 ustalmy dowolnie n + 1 liczb x1, . . . , xn+1 ∈ (a, b), λ1, . . . , λn+1 ∈ [0, 1] takich,
że λ1 + . . . + λn+1 = 1. Jeśli λn+1 = 1, to musi być λ1 = . . . = λn = 0 i nasza nierówność dla n + 1
oczywíscie zachodzi. Za lóżmy wi ↪ec, że λn+1 < 1. Wówczas możemy napisać:

f(λ1x1 + . . . + λn+1xn+1) = f

(
(1− λn+1)

(
λ1

1− λn+1

x1 + . . . +
λn

1− λn+1

xn

)
+ λn+1xn+1

)
≤ (1− λn+1)f

(
λ1

1− λn+1

x1 + . . . +
λn

1− λn+1

xn

)
+ λn+1f(xn+1)

≤ (1− λn+1)

(
λ1

1− λn+1

f(x1) + . . . +
λn

1− λn+1

f(xn)

)
+ λn+1f(xn+1)

= λ1f(x1) + . . . + λnf(xn) + λn+1f(xn+1) ,
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przy czym pisz ↪ac pierwszy znak nierówności skorzystalísmy z nierówności z Definicji 1 (z wagami
(1−λn+1) i λn+1 - oczywíscie s ↪a to liczby z przedzia lu [0, 1], które sumuj ↪a si ↪e do 1), pisz ↪ac zaś drugi
znak nierówności skorzystalísmy z poczynionego za lożenia indukcyjnego czyli - nierówności dla n
punktów (tutaj wagami by ly liczby λ1

1−λn+1
, . . . , λn

1−λn+1
- również s ↪a to liczby z przedzia lu [0, 1] oraz

sumuj ↪a si ↪e do 1, na mocy za lożenia, że λ1 + . . . + λn+1 = 1).
�

Ćwiczenie 3. Udowodnić nast ↪epuj ↪ac ↪a nierówność mi ↪edzy średnimi ważonymi, stanowi ↪ac ↪a uogólnienie
nierówności Cauchy’ego: Dla dowolnych liczb dodatnich a1, . . . , an oraz λ1, . . . , λn takich, że λ1 +
. . . + λn = 1, zachodzi nierówność

λ1a1 + . . . + λnan ≥ aλ1
1 · . . . · aλn

n .

Zauważyć, że faktycznie wynika st ↪ad nierówność Cauchy’ego, wystarczy bowiem przyj ↪ać λ1 = . . . =
λn = 1

n
.

Wskazówka. Zastosować nieówność Jensena dla wypuk lej funkcji f(x) = ex.

Nast ↪epn ↪a potrzebn ↪a nam nierówność wykażemy pos luguj ↪ac si ↪e tzw. metod ↪a uzupe lniania do
pe lnych kwadratów .

Twierdzenie 4. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, . . . , xn zachodzi nierówność

n∑
i=1

x2
i ≥

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2

. (4)

Dowód. Wykorzystamy nast ↪epuj ↪acy uogólniony wzór na kwadrat sumy:(
n∑

i=1

xi

)2

=
n∑

i=1

x2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

xixj ,

gdzie po prawej stronie mamy sum ↪e podwojonych wszystkich możliwych iloczynów wyrażeń postaci
xixj, gdzie i, j s ↪a różnymi indeksami ze zbioru {1, . . . , n}. Wykorzystuj ↪ac ten wzór możemy
przepisać dowodzon ↪a nierówność w równoważnej postaci:(

1− 1

n

) n∑
i=1

x2
i ≥

2

n

∑
1≤i<j≤n

xixj ,

czyli

(n− 1)
n∑

i=1

x2
i − 2

∑
1≤i<j≤n

xixj ≥ 0 .

Zauważmy, że wyrażenie wyst ↪epuj ↪ace po lewej stronie nierówności możemy pogrupować w nast ↪epuj ↪acy
sposób: rozważamy dowolny iloczyn postaci 2xixj, gdzie 1 ≤ i < j ≤ n. Mamy oczywíscie
x2

i + x2
j − 2xixj = (xi − xj)

2 ≥ 0. Każdy kwadrat x2
i wyst ↪api dok ladnie w (n − 1) iloczynach

postaci 2xixj (odpowiadaj ↪acych tym j ∈ {1, . . . , n}, które s ↪a różne od i). Jednak dok ladnie tyle
wynosi wspó lczynnik stoj ↪acy w powyższej nierówności przy x2

i . To pokazuje, że wyrażenie po jej
lewej stronie może zostać przedstawione jako suma kwadratów postaci (xi − xj)

2, a zatem - jest to
liczba nieujemna, co w laśnie należa lo wykazać.

�
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Ćwiczenie 4. Pokaz ↪ać, że udowodnione twierdzenie w przypadku n = 5 daje nierówność

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5 ≥

1

5
(x1 + x2 + x3 + x4 + x5)

2 (5)

dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, x3, x4, x5.
Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówność

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca . (6)

Wskazówka. Aby udowodnić nierówność (6), nie trzeba powo lywać si ↪e na Twierdzenie 4. Można
to zrobić bezpośrednio, mnoż ↪ac obie strony tej nierówności przez 2 i uzupe lniaj ↪ac do pe lnych
kwadratów.

Nast ↪epna nierówność, zwi ↪azana z ci ↪agami przeciwnie uporz ↪adkowanymi, może zostać podana w
nieco szerszej formie, co zainteresowany Czytelnik może sprawdzić w ksi ↪ażce [2], rozdzia l 4. Obecnie
podamy jednak tyle, ile okaże si ↪e wystarczaj ↪ace dla zastosowań w problemie Shapiro. Niezbyt
precycyjnie mówi ↪ac, jeśli dane s ↪a dwa ci ↪agi o tej samej d lugości z lożone z liczb rzeczywistych,
powiedzmy: (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) i interesuj ↪a nas wyrażenia postaci takiej jak

∑
aibi, to okazuje

si ↪e, że najwi ↪eksz ↪a jego wartość możemy uzyskać wówczas, gdy ci ↪agi s ↪a jednakowo uporz ↪adkowane
(np. oba rosn ↪ace), zaś najmniejsz ↪a jego wartość - gdy s ↪a one uporz ↪adkowane przeciwnie (np. jeden
jest rosn ↪acy, a drugi malej ↪acy).

Twierdzenie 5. Niech a1, . . . , an, b1, . . . , bn b ↪ed ↪a liczbami rzeczywistymi takimi, że a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤
an oraz b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn i niech (b′1, . . . , b

′
n) b ↪edzie dowoln ↪a permutacj ↪a liczb (b1, . . . , bn). Wówczas

zachodzi nierówność:
n∑

i=1

aibi ≤
n∑

i=1

aib
′
i . (7)

Dowód. Zastosujemy indukcj ↪e wzgl ↪edem n. Dla n = 1 nierówność jest oczywista. Dla n = 2
mamy tylko dwie możliwe permutacje: (b1, b2) i (b2, b1). W przypadku pierwszej z nich nasza
nierówność staje si ↪e równości ↪a, w przypadku drugiej - jest ona równoważna z nierówności ↪a a1b1 +
a2b2 ≤ a1b2 + a2b1. Mamy jednak

a1b1 + a2b2 − a1b2 − a2b1 = (a1 − a2)(b1 − b2) ≤ 0 ,

bowiem a1 − a2 ≤ 0, b1 − b2 ≥ 0.
Za lóżmy prawdziwość nierówności (7) dla liczby naturalnej n (i dowolnych ci ↪agów (a1, . . . , an),

(b1, . . . , bn) spe lniaj ↪acych stosowne za lożenia). Wykażemy nierówność dla n + 1. Ustalmy dowolne
ci ↪agi (a1, . . . , an+1), (b1, . . . , bn+1) liczb rzeczywistych takie, pierwszy rosn ↪acy, drugi malej ↪acy. Ustalmy
także dowolnie permutacj ↪e (b′1, . . . , b

′
n+1) ci ↪agu (b1, . . . , bn+1). Dla dok ladnie jednego i ∈ {1, . . . , n+

1} mamy b1 = b′i.
Jeśli i = 1, tzn. b1 = b′1, to ci ↪ag (b′2, . . . , b

′
n+1) jest permutacj ↪a ci ↪agu (b2, . . . , bn+1), wi ↪ec z

za lożenia indukcyjnego dostajemy nierówność

n+1∑
i=2

aibi ≤
n+1∑
i=2

aib
′
i .

Dodaj ↪ac do obu stron tej nierówności sk ladnik a1b1 (= a1b
′
1), otrzymujemy ż ↪adan ↪a nierówność.

Rozważmy teraz przypadek kiedy i > 1. Mamy a1 ≤ ai (bo a1 jest najmniejsz ↪a ze wszystkich
liczb a1, . . . , an+1) oraz b′i ≥ b′1 (bo b′i jest równe b1 czyli najwi ↪ekszej z liczb b1, . . . , bn+1). Możemy
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zastosować przeto nierówność (7) udowodnion ↪a w przypadku n = 2, dla ci ↪agów (a1, ai), (b′i, b
′
1).

Daje ona
a1b

′
i + aib

′
1 ≤ a1b

′
1 + aib

′
i .

St ↪ad (przez dodanie do obu stron pewnych ,,brakuj ↪acych” sk ladników):

a1b
′
i + a2b

′
2 + . . . + ai−1b

′
i−1 + aib

′
1 + ai+1b

′
i+1 + . . . + an+1b

′
n+1 ≤

≤ a1b
′
1 + a2b

′
2 + . . . + ai−1b

′
i−1 + aib

′
i + ai+1b

′
i+1 + . . . + an+1b

′
n+1 .

Zaobserwujmy, że po prawej stronie mamy tu już praw ↪a stron ↪e dowodzonej przez nas nierówności
(7) dla n + 1. Zauważmy także, że ci ↪ag

(b′2, . . . , b
′
i−1, b

′
1, b

′
i+1, . . . , b

′
n+1) (8)

jest permutacj ↪a ci ↪agu (b2, b3, . . . , bn+1). Istotnie, jedynym elementem nie wyst ↪epuj ↪acym w ci ↪agu (8)
jest b′i, który jest równy b1 czyli jedynemu elementowi, którego brakuje w ci ↪agu (b2, b3, . . . , bn+1).
Możemy zatem zastosować za lożon ↪a indukcyjnie nierówność (7) dla n-elementowych ci ↪agów:
(a2, a3, . . . , an+1), (b2.b3, . . . , bn+1) i permutacji (8). Otrzymamy, że

a2b2 + . . . + ai−1bi−1 + aibi + ai+1bi+1 + . . . + an+1bn+1 ≤
≤ a2b

′
2 + . . . + ai−1b

′
i−1 + aib

′
1 + ai+1b

′
i+1 + . . . + an+1b

′
n+1 .

W po l ↪aczeniu z poprzedni ↪a nierówności ↪a daje to:

a1b
′
i + a2b2 + . . . + an+1bn+1 ≤ a1b

′
1 + a2b

′
2 + . . . + an+1b

′
n+1 ,

co stanowi ż ↪adan ↪a nierówność, bowiem b′i = b1.
�

Definicja 2. Ci ↪agi liczb rzeczywistych (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) nazywamy przeciwnie uporz ↪adko-
wanymi , jeśli zachodzi warunek:

(ai > aj) ⇒ (bi ≤ bj) .

Mówi ↪ac prościej, ci ↪agi takie s ↪a przeciwnie uporz ↪adkowane, jeśli liczba najwi ↪eksza w pierwszym
ci ↪agu (ewentualnie któraś z najwi ↪ekszych, jeśli jest ich wi ↪ecej niż jedna) ma taki numer jak liczba
najmniejsza w drugim ci ↪agu (lub któraś z najmniejszych); liczba druga pod wzgl ↪edem wielkości w
pierwszym ci ↪agu (któraś z nich) stoi w tym miejscu, co druga najmniejsza w drugim ci ↪agu (któraś
z nich) itd. Na przyk lad, ci ↪agi: (2, 1, 3), (−1, 1,−2) s ↪a przeciwnie uporz ↪adkowane, podobnie jak
ci ↪agi: (2, 0, 2), (−1, 3, 0). Zaś ci ↪agi: (1, 2, 2), (1, 2, 0) nie s ↪a przeciwnie uporz ↪adkowane. Czytelnik
 latwo odgadnie jaka jest definicja ci ↪agów jednakowo uporz ↪adkowanych i zach ↪ecany jest do si ↪egni ↪ecia
po ksi ↪ażk ↪e [2].

Podamy teraz pewne wzmocnienie Twierdzenia 5. Mianowicie, zachodzi

Twierdzenie 6. Za lóżmy, że ci ↪agi liczb rzeczywistych (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) s ↪a przeciwnie uporz ↪ad-
kowane. Niech (a′1, . . . , a

′
n) b ↪edzie dowoln ↪a permutacj ↪a ci ↪agu (a1, . . . , an) i niech (b′1, . . . , b

′
n) b ↪edzie

dowoln ↪a permutacj ↪a ci ↪agu (b1, . . . , bn). Wówczas zachodzi nierówność

n∑
i=1

aibi ≤
n∑

i=1

a′ib
′
i . (9)
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Dowód. Nietrudno stwierdzić, że skoro ci ↪agi (a1, . . . , an) i (b1, . . . , bn) s ↪a przeciwnie uporz ↪adkowane,
istnieje wspólna dla nich obu permutacja σ zbioru {1, . . . , n} przekszta lcaj ↪aca pierwszy ci ↪ag w ci ↪ag
rosn ↪acy, a drugi - w ci ↪ag malej ↪acy, tzn.

aσ(1) ≤ . . . ≤ aσ(n) ,

bσ(1) ≥ . . . ≥ bσ(n) .

Oczywíscie
n∑

i=1

aibi =
n∑

i=1

aσ(i)bσ(i)

(dodawanie jest przemienne!). Na mocy Twierdzenia 5, zachodzi nierówność

n∑
i=1

aσ(i)bσ(i) ≤
n∑

i=1

aσ(i)bτ(σ(i)) ,

dla dowolnej permutacji τ zbioru wskaźników {1, . . . , n}. Można oczywíscie zdefiniować t ↪e permu-
tacj ↪e tak, aby bτ(σ(i)) = b′µ(i) dla każdego i = 1, . . . , n, gdzie µ jest t ↪a permutacj ↪a, że aσ(i) = a′µ(i) dla
i = 1, . . . , n. To kończy dowód, bowiem

n∑
i=1

a′µ(i)b
′
µ(i) =

n∑
i=1

a′ib
′
i ,

znów na mocy przemienności dodawania.
�

Ćwiczenie 5. Udowodnić, że dla każdych liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierówność

a3b + b3c + c3a ≥ a2bc + b2ca + c2ab .

Wskazówka. Patrz ↪ac na praw ↪a stron ↪e nierówności zaproponować odpowiednie ci ↪agi przeciwnie
uporz ↪adkowane. Wykorzystać Twierdzenie 6.
Ciekawostka. Zadanie to by lo jedn ↪a z propozycji zadań na fina l XXIV Mi ↪edzynarodowej Olimpiady
Matematycznej w 1983 roku. Podczas dokonywania wyboru zadań cz lonkowie jury mieli przy-
dzielony czas do rozwi ↪azania proponowanych problemów tak, by jak najlepiej móc ocenić trudność
danego zadania. Żaden z ówczesnych cz lonków jury nie by l w stanie udowodnić tej nierówności.
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