
Równania diofantyczne

1. Znajd¹ wszystkie liczby pierwsze p i q takie, »e p2 − 2q2 = 1.

2. Znajd¹ wszystkie liczby pierwsze p, q i r takie, »e p + q + r = pq + 1.

3. Cy istniej¡ ró»ne liczby pierwsze p, q i r takie, »e liczba 1
p + 1

q + 1
r jest caªkowita?

4. Czy istnieje liczba naturalna n taka, »e uªamek 13n+8
5n+3 jest skracalny?

5. Dla jakich caªkowitych n liczba n3−n2+2
n−1 jest liczb¡ caªkowit¡?

6. Niech a, b, c, d ∈ N. Wyka», »e je»eli ad − bc = 1 albo ad − bc = −1, to uªamek an+b
cn+d jest nieskracalny dla

»adnego n ∈ N.

7. Rozwi¡» podane równania w liczbach naturalnych.
a). xy = x + y
b). 1

x + 1
y = 1

z

c). 1
x + 1

y + 1
z = 1

d). xyz = x + y + z
e). 1

xy + 1
yz + 1

zx + 1
xyz = 1

8. Rozwi¡» równania:
a). [x+1

3 ] = x−1
2

b). [x
4 ] = x+1

3

9. Rozwi¡» podane równania w liczbach caªkowitych.
a). 2x + 2y = 2z

b). nx1 + nx2 + . . . + nxn = ny, n ∈ N, n > 1

10. Niech n ∈ N, n > 1. Wyka», »e je»eli a > n, to równanie

ax1 + ax2 + . . . + axn = ay

nie ma rozwi¡zania w liczbach caªkowitych x1, x2, . . . , xn, y.

11. a).Czy istnieje liczba trzycyfrowa ABC taka, »e
3
√

ABC = A + B + C?

b).Czy istnieje liczba czterocyfrowa ABCD taka, »e
4
√

ABCD = A + B + C + D?
(Symbol typu ABCD oznacza zapis dziesi¦tny liczny naturalnej o cyfrach A, B, C, D.)

12. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p i q takie, »e liczba 4pq + 1 jest kwadratem liczby naturalnej.

13. Liczby a5 i a7 s¡ caªkowite. Wyka», »e liczba a jest równie» caªkowita.

14. Rozwi¡» w liczbach caªkowitych ukªad równa«: x2 = yz + 1
y2 = zx + 2
z2 = xy + 4

15. Dane s¡ takie liczby naturalne a i b, »e liczba a+1
b + b+1

a jest caªkowita. Udowodnij, »e NWD(a, b) 6
√

a + b.

16. Niech n b¦dzie liczb¡ zªo»on¡, za± d1, d2, d3, . . . , dk wszystkimi jej naturalnymi dzielnikami. Udowodnij, »e:

d1√
n

+
d2√
n

+ . . . +
dk√
n

=
√

n

d1
+
√

n

d2
+ . . . +

√
n

dk
.

17. Niech m i n b¦d¡ liczbami naturalnymi. Udowodnij, »e liczba 25m + 3n jest podzielna przez 83 wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba 3m + 7n jest podzielna przez 83.
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18. Wyka», »e dla dowolnych liczb naturalnych a i b liczba NWD(a + b, ab)−NWD(a, b) jest parzysta.

19. Wyka», »e dla ka»dej liczby naturalnej n > 1 liczba 1
2 + 1

3 + . . . + 1
n nie jest caªkowita.

20. Rozwi¡» w liczbach naturalnych nast¦puj¡ce ukªady równa«:

a).

{
x + y = 180

NWD(x, y) = 30

b).

{
xy = 720

NWD(x, y) = 4

21. Rozwi¡» w liczbach caªkowitych nast¦puj¡ce równania:
a). 13x + 29y = 31
b). 7x− 11y = 41
c). 10x + 119y + 161z = 83
d). 18x + 20y + 15z = 1
e). 2x3 + xy − 7 = 0

22. Fabryka wysyªa towar w paczkach po 3 kg i po 5 kg. Wyka», »e mo»na w ten sposób wysªa¢ ka»d¡ caªkowit¡
ilo±¢ kilogramów wi¦ksz¡ ni» 7.

23. Smok ma 2000 gªów. Rycerz mo»e ±ci¡¢ jednym ci¦ciem 33 gªowy lub 21 gªów, lub 17 gªów, lub 1 gªow¦.
Smokowi odrasta natychmiast odpowiednio 48 gªów lub 0 gªów, lub 14 gªów, lub 349 gªów. Smok zostanie
zabity, gdy wszystkie gªowy b¦d¡ ±ci¦te. Czy istnieje taka strategia walki rycerza ze smokiem, aby smok
zgin¡ª?

24. Wyznacz wszystkie liczby c, dla których podane równania maj¡ co najmniej jedno rozwi¡zanie w liczbach
naturalnych x, y i z.
a). 2x + 3y = c
b). 3x + 5y = c
c). 2x + 3y + 5z = c

25. Rozwi¡» w liczbach naturalnych nast¦puj¡ce równania:
a). a2 + b2 = c2

b). a2 + b2 + c2 = d2
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