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Witamy w kwietniowym numerze [MACIERZATORAa]|!

Oktadka w primaaprilisowym nastroju, lecz tres¢ nie tylko zartobliwa
— wydanie otwiera artykul o najtrudniejszym zadaniu z zeszlomiesiecznego
miedzynarodowego konkursu matematycznego dla studentéw im. Vojtécha
Jarnika; opowiemy réwniez o rozumieniu matematyki, znanym studentom
z teorii miary Constantinie Carathéodorym, o gestosci sin(N) i nie tylko oraz
kolejny odcinek Kqcika TpXowego, w ktérym o macierzach, wyznacznikach
i innych tworach wielolinijkowych.

Przyjemnej lektury zyczy redakcja.

Randall Munroe, http://xkecd.com/
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[Impresje olimpijskie]

Macierze dodatnio okreslone vs. wypuktosé (1)

Inspiracja do powstania tego artykulu jest nieréwnosé, ktora pojawita
sie podczas rozegranej niedawno 22. edycji konkursu im. Vojtécha Jar-
nika w Ostrawie. Zostalta zaproponowana jako zadanie nr 4 dla II kategorii
(tj. studentow starszych lat), a wiec w domysle — jako zadanie potencjalnie
najtrudniejsze. Jej autorem jest wegierski matematyk Géza Kos, wybrany
przewodniczacym jury w tej edycji konkursu.

Zadanie 1. Niech a,b,c,x,y,z,t beda liczbami dodatnimi, przy czym
1 < z,y,z < 4. Udowodnié, ze

x n Y n z yt+z—x z+r—y TH+y—=z
(2a)t © (2b)" © (20)* T (0o (c+a)t  (a+b)

(%)

Zadanie faktycznie okazalo sie najtrudniejsze — nie rozwiazal go za-
den sposrod 69 studentow z 11 kategorii. Kilkunastu otrzymato co prawda
pewna liczbe (najwiecej to 3/10) punktow za czesciowe rozwiazanie, ale za-
proponowana przez nich metoda nie prowadzita do kompletnego dowodu, co
bedzie zreszty przedmiotem naszych rozwazan. Zacznijmy od oryginalnego
rozwiazania.

Rozwigzanie 1 (Géza Kds). Wykazemy najpierw nastepujaca nieréwnosé
typu Schural: jezeli A, B,C > 0 oraz 1 < x,9,2 < 4, to

2(A—B)(A—C)+y(B—A)(B—C)+2(C—A)(C—-B)>0. (1)

Wobec symetrii mozemy przyjac, ze A< B < C.NiechU=B—-A>0
oraz V = C — B > 0. Wtedy lewa strona nieréwnosci (1) wynosi

2UU+V)—yUV+2(U+V)V > UU+V)—4UV+U+V)V = (U-V)? > 0,

co koriczy dowod (1). O nieréwnosci tej mozna poczyta¢ w artykule [2],
gdzie podane sa inne warunki wystarczajace na zmienne z, y, 2.

INIEROWNOSE ScHURA: jezeli x,y,z > 0ir >0, to z"(z —y)(z — 2) +y"(y — z)(y —
z)+z"(z—x)(z—y) > 0, przy czym rownosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = =z,
lub dwie spos$réd zmiennych z,y, z sa réwne, a trzecia wynosi 0. Mimo ze nieréwnosé
ta jest symetryczna, dowdd polega na zlamaniu symetrii. Mozemy bowiem zalozy¢, ze
0 <z <y < z1 wtedy pierwszy sktadnik jest nieujemny, a suma dwoch pozostalych
wynosi (z — y)[2z"(z — ) — y"(y — z)], co jest takze nieujemne, bowiem z" > y" oraz
z—z > y—x. Jak widaé, nieréwnosé Schura jest w pewnym sensie konsekwencja porzadku,
a zamiast funkcji z — =" mozna wzig¢ dowolng nieujemna funkcje¢ rosnaca. UwAcA: nie
jest znane zadne naturalne uogdlnienie nieréwnosci Schura na wiecej niz trzy zmienne.
Przytoczony dowdd niejako ttumaczy ten stan rzeczy.
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Napiszmy teraz nieréwnosé (1) dla A = e~ B=e7% i C = e . Po
wymnozeniu nawiasOéw otrzymamy nieujemno$¢ wyrazenia

—2as 2bs

+y6 +Z€72CS—

+(y+z—a)e” T _ (2 4z —y)e FDS (g 4y — z)e(@FVs

co wydaje sie juz bardzo bliskie nier6wnosci (). Roznica polega na tym,
ze w kazdym skladniku zamiast v~ mamy e~“* (dla u = 2a,2b,...,a+Db).
Jak jednak wyczarowaé u~t z e7“$? Nieréwnogci mozemy oczywiscie mno-
zy¢ przez liczby nieujemne i sumowaé stronami. W tym jednak przypadku
sumowanie to troche za malo. Konieczne jest catkowanie! I to jest ten trick,
ktory tak skutecznie ukryl przed zawodnikami zwiazek miedzy nieréwno-
$cia (1) (sama w sobie bardzo prosta) a teza zadania.

Zauwazmy mianowicie, ze proste przeksztalcenie definicji funkcji I' daje
zwiazek

1 [,
us 2
—F(t/s e ds, 2)
0

a zatem nieréwno$¢ (x) wyniknie z tego, co juz mamy, po obustronnym
pomnozeniu przez s~ /T'(t) i scatkowaniu wzgledem s od 0 do co. [ ]

Miatem przyjemnosé braé¢ udzial w pracach jury konkursu, na kto-
rym pojawilo sie powyzsze zadanie. Poniewaz uznalem je za najciekawsze
z wszystkich o§miu zadan wyselekcjonowanych do wlasciwej czedci konkursu
dla obu kategorii, zglositem si¢ jako jeden z jego korektoréw. Najbardziej
ciekawito mnie, czy studenci zdolaja podaé rozwiazanie, ktoére nie angazo-
waloby funkcji I' Eulera i ktore byloby, w pewnym sensie, bardziej bezpo-
$rednie. Starajac sie przewidzie¢ pomysty, ktore mogly sie pojawi¢ w pra-
cach studentéw, zaczalem analizowaé problem, wylaczajac z rozwazan idee
zawarte w oryginalnym rozwiazaniu.

Zauwazmy na poczatek, ze nieréwnosé (x) jest liniowa ze wzgledu na
zmienne x,y, 2, lub — inaczej méwiagc — réznica miedzy lewa a prawa jej
strong jest warto$cia odpowiedniego funkcjonatu liniowego A(z,y, z). Skoro
tak, najmniejsza wartosé¢ A(z,y, 2), dla 1 < z,y, 2z < 4, przyjeta jest w jed-
nym z wierzcholkéw szescianu [1,4]3 C R3. Wobec symetrii 161 zmiennych
x,y, z oraz jednorodnosci A, nieréwnosé¢ A(z,y, z) > 0 wystarczy sprawdzi¢
dla wierzchotkow: (1,1,1), (1,4,4), (1,1,4). Mamy wiec do pokazania trzy
nieréwnosci, niewatpliwie prostsze niz nieréwnosé¢ wyjsciowa.

Po zastapieniu zmiennych z,y,z konkretnymi warto$ciami pozostaje
szeéé skladnikow, ktore sugeruja nam wprowadzenie oznaczenia f(u) = u™!
dla u € (0,00). Poniewaz f'(u) = —tu~+tV) oraz f"(u) = t(t + 1)u~t+2),
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funkcja f jest malejaca i wypukla. Podstawiajac w miejsce (z,y, z) wypi-
sane wyzej wierzcholki szescianu [1,4]3, dostajemy kolejno do udowodnienia
nastepujace nieréwnosci:

() f(2a) + f(2b) + f(2¢) = f(b+c) + flc+a) + fla+D),
(%) f(2a) +4f(2b) +4f(2c) 2 Tf(b+c) + f(c+a) + fla+D),
(&) f(2a) + f(2b) +4f(2¢) +2f(a+b) = 4f(b+c)+4f(c+a).

Jezeli kto$ zna nier6wnosé Karamaty, to w tym momencie powinien poczué
sie szczesliwy. Tak sie pewnie poczulo kilkunastu studentow, ktorzy, jak sie
pozniej okazalo, podazalo wlasnie takim tropem w swoim rozumowaniu.

Karamata opublikowal swojg nier6wno$¢ w 1932 r.; ale w 1928 r. ten
sam wynik niezaleznie uzyskali Hardy, Littlewood i Pélya. Z tego powodu
nieréwnos$é czasem nazywana jest wtagnie tymi trzema nazwiskami. Przy-
pomnijmy, jak ona wyglada.

Niech I C R bedzie dowolnym przedziatem. Mowimy, ze ciag (z1, ..., 2,)
elementow I majoryzuje ciag (y1,...,Yn) elementow I, jezeli spelnione sa
nastepujace warunki:

® I >...2X,0MaZ Y1 = ... = Yn,
o Y x> ydlal<j<n,
n n
b Zizl T = Zi:1 Yi-
Tak zdefiniowang relacje majoryzacji zapisujemy jako
(1, Zn) = (Y1, -+, Yn)-

Jezeli f: I — R jest funkcja wypukla, a ciag (z1,...,2,) majoryzuje ciag
(Y1,---,Yn), to prawdziwa jest nieréwnosé Karamaty:

S f@) =Y fw)

Dowdd polega na sprytnym wykorzystaniu monotonicznosci (ze wzgledu na
obie zmienne) ilorazu roznicowego funkeji wypukte;j.

Wréémy teraz do wypisanych przez nas nieréwnosci, odpowiadajacych
wierzchotkom (1,1,1), (1,4,4) i (1,1,4).

(#) Nierownosé te mozna oczywiscie uzyskaé z nierownosci Karamaty, ale
wystarczy zauwazy¢, ze wynika ona z dodania stronami trzech nieréwno-
$ci Jensena:

S(F(20) + £(20)) > fla+b)
S+ 7(20) > f(b+0)
S(F(20) + (20)) > fle+ a).
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(&%) Tu tez nieréwnosé Karamaty nie jest konieczna. Wystarczy dodac stro-
nami nastepujace trzy nieréwnosci:

S(F(2) + F2D) > f(a-+1)

S(F20) + f(20) > f(e+a)
7

S(F(20) + £(20)) > TF(b+ o)

Do tego momentu wszystko idzie po naszej mysli i trudno oprzeé sie wraze-
niu, ze nasze rozumowanie niechybnie prowadzi do rozwiagzania. Sam takie
wrazenie odniostem, jak i pare oséb z jury, ktéorym pokazatem szkic tego
rozumowania. Choé¢ moze sie wydawaé, ze nier6wno$é¢ (<») nie oprze sie
twierdzeniu Karamaty, okazuje sie, ze wlasnie przy tej nieréwnosci ukazuje
sig istota problemu. Géza Kos pierwszy zauwazyt klopot z nierownoscia (),
doktadnie analizujac sposéb, w jaki kilku studentéow probowalo stosowaé tu
nieréwno$é¢ Karamaty. Przyjrzyjmy sie temu.

(&) Rola zmiennych a i b jest tu symetryczna, wiec przyjmijmy, ze b < a.
W przypadku, gdy ¢ < b < a tatwo sprawdzamy, ze

(2a, a+b, a+b,2b,2¢, 2¢, 2¢,2¢) = (c+a, c+a, ct+a, cta,b+e, b+c, b+c,b+c),

a zatem nasza nier6wno$¢ wynika z nieréwnosci Karamaty. Podobnie, jezeli
b < a < ¢, to mamy majoryzacje

(2¢,2¢,2¢,2¢,2a, a+b, a+b,2b) = (c+a, c+a,c+a,c+a,b+c, b+c,b+e, b+c)
i znow () wynika z nier6wnosci Karamaty.

Rozwazmy jednak przypadek, gdy c lezy pomiedzy b i a. Po lewej stronie
nieréwnosci () wystepuja argumenty 2¢ i a + b, wiec ich uporzadkowanie
bedzie zalezalo od tego, czy c lezy na lewo, czy na prawo od srodka prze-
dziatu [b, al;

(1) jezeli 2¢ < a + b, to mamy majoryzacje
(2a, a+b, a+b,2¢, 2¢, 2¢, 2¢,2b) = (c+a, c+a, ct+a, cta,b+e, b+c, b+c,b+c),
z ktorej wynika zadana nier6wnosé,

(2) jezeli zas 2¢ > a—+D, to po uporzadkowaniu argumentéw wystepujacych
po lewej i prawej stronie (<) na ogol bedziemy mieli

(2a,2c,2¢,2¢, 2¢, a+b, a+b, 2b) ¥ (c+a, c+a,ct+a,cta, b+c, b+c, b+c,b+c),

a wiec tutaj nieréwnosé Karamaty nie pomoze.
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Po blizszej analizie dochodzimy do wniosku, Ze niemita niespodzianka, jaka
spotkata nas w przypadku (2), a wiec gdy b < ¢ < ai2¢ > a+ b, nie jest
wynikiem naszej nieudolnosci w stosowaniu nieréwnosci Karamaty, ale po
prostu tego, ze nieréwnos¢ (<) jest na ogoét falszywa dla dowolnej funkeji
wypuklej f. Rozwazmy np. wypukla (i malejaca) funkcje f: [0, 00) — [0, 00)
dang wzorem

f(a:)z{ 1—2z dla0o<x<1,

0 dla 1 < z.
Potozmy b = 0 (dla uproszczenia; mozna oczywiscie przesuna¢ wykres f
w prawo, aby mie¢ b > 0), @ = 1 i niech ¢ € (1,1). Wtedy lewa strona
nieréwnosci () wynosi 1, a jej prawa strona wynosi 4(1 — ¢). Jezeli wiec
1 < ¢ < 3, to nieréwnosé (<)) nie zachodzi.

Gdyby nieréwnosé¢ Karamaty dziatata, to dziatalaby dla kazdej funkcji
wypuklej f i wtedy mogliby$my w nieréwnosci () wszedzie zamiast u ™!
napisa¢ f(u). Ale tak zrobi¢ nie mozemy. W pracach kilkunastu studen-
tow pojawialy sie rozumowania oparte na nieréwnosci Karamaty, niektore
mniej, niektore bardziej precyzyjne. Choé¢ cze$¢ z nich w pierwszej chwili
wydawala sie calkowicie poprawna, przedstawiona powyzej luka w rozumo-
waniu kazala zrewidowaé poczatkowa ocene.

WrociliSmy niejako do punktu wyjécia. Wiemy, ze nie mozna zastapic
funkcji ut dowolng funkcja wypukta f(u), i jedyne, czym na razie dyspo-
nujemy to oryginalne rozwiazanie. Sprobujmy odpowiedzie¢ na dwa naste-
pujace pytania. Dla jakiej, mozliwie szerokiej, klasy funkcji rozwiazanie to
daje sie zastosowa¢? Czy da sie podaé¢, by¢ moze mniej trickowy, ale za to
bardziej naturalny dowdd nier6wnosei (x)?

Odpowiedz na pierwsze pytanie jest dosé prosta. Funkcja potegowa u™
pojawila sie w momencie przemnozenia nieréwnosci uzyskanej z (1) przez
funkcje nieujemna s'~!/I'(¢) i scalkowania wzgledem s od 0 do oco. To
samo rozumowanie byloby wiec w mocy dla jakiejkolwiek funkcji
f:(0,00) = (0,00), ktora daje sie zapisa¢ w postaci

t

flu) = [ g(s)e™*" ds, 3)
/

gdzie g(s) > 0. Oznacza to po prostu, ze f(u) moze by¢ transformaty La-
place’a? jakiejkolwiek funkcji nieujemnej g(s), co zapisujemy jako
fw) = L(g(s)). Oczywiscie klasa takich funkeji jest bardzo bogata, mozna

2Podstawy teorii transformaty Laplace’a, i wiele przykladéw, mozna znalezé np.
w ksiazce [3].
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np. obliczy¢, ze
1—e™

T_ = £(min{s,1}), log (1+ i) - (1 —se—S> :

co prowadzi do jeszcze bardziej egzotycznych (ale prawdziwych!) wersji nie-
réwnosci (). Wersja oryginalna odpowiada formule u=! = L(t571/T'(¢))
(dla t > 0).

Warunek (3) mozna zapisa¢ ogdlniej:

oo

f(u) = / U u(ds), (4)
0

gdzie p jest dowolng nieujemng miara borelowska na (0,00), dla ktorej
catka (4) jest zawsze skoniczona. W szczegdlnosci nie musi byé to miara,
ktora jest absolutnie ciagla wzgledem miary Lebesgue’a. Gdybysmy chcieli
p6jsé dalej za ciosem i zastapi¢ funkcje eksponencjalna czyms ogolniejszym,
natrafiamy na pewne problemy. W nieréwnosci (1) podstawilisémy bowiem
A=e"% B =e¢ C=e"°, awymnazajac nawiasy skorzystalismy po
cichu z faktu, ze funkcja potegowa py(x) = e** (dla dowolnego A € R) spel-
nia rownanie @y (z+y) = ox(z)pa(y) dla z,y € R. W klasie funkcji ciagtych
(a taka jest natura problemu, ze tylko te nas interesuja) funkcje postaci ¢y
sa jedynymi jego rozwiazaniami, a zatem juz dalej sie nie posuniemy.

Jak wiec wygladaja funkcje, ktore s transformatami Laplace’a nieujem-
nych miar borelowskich na (0,00)? Ze wzoru (4) natychmiast wynika, ze
kazda taka funkcja musi by¢ malejgca. Co wiecej, wynika z niego, ze musi
ona by¢ wypukta:

f(u+v> /Viud 7 A sy = LSO

0

Na razie nic nas specjalnie nie dziwi — funkcja f(u) = v™* (dla t > 0) jest
zar6wno malejaca, jak i wypukla. Pamietamy jednak, ze teza zadania nie
jest prawdziwa dla wszystkich malejacych funkcji wypuklych, a doktadniej
— nie jest dla nich prawdziwa nieréwnosé (<»). Jakie wiec jeszcze wlasnosci
maja funkcje postaci (4)? Otoz, rozniczkujac wzgledem u, otrzymujemy

oo

FM(u) = (—1)”5”/67“5 u(ds) dlan eN,

0

a zatem (—1)" (™) (u) > 0, co oznacza, ze f jest funkcja catkowicie monoto-

niczng. Co wiecej, twierdzenie Bernsteina orzeka, ze kazda funkcja catkowi-
cie monotoniczna musi by¢ postaci (4). Jest to piekne twierdzenie, zwroémy
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bowiem uwage, ze funkcje e~ ", dla dowolnego s > 0, sa w oczywisty sposob
calkowicie monotoniczne, podobnie jak kazda ich kombinacja z dodatnimi
wspoélczynnikami. Twierdzenie to moéwi wiec, ze nie da sie wyprodukowaé
funkcji catkowicie monotonicznej inaczej, niz biorac uogdlniona kombinacje
(czyli catke wzgledem miary nieujemnej) funkcji typu e=“*.

O ile monotonicznosé i wypuktosé funkcji f, czyli nieréwnosci f/(u) < 0
i f’(u) = 0, to zbyt malo, aby zagwarantowaé¢ nieréwnosé (), o tyle juz
caly zestaw nierownosci (—1)"f(u) > 0 (dla n € N) jest tu wystarcza-
jacy. Zrozumieliémy wiec nieco lepiej zakres stosowalno$ci tricku podanego
w oryginalnym rozwiazaniu. PrzejdZzmy teraz do odpowiedzi na drugie py-
tanie i sprobujmy znalezé rozwigzanie w pewnym sensie bardziej naturalne.
Rozwigzanie 2 (poprzez dodatniq okreslonosc). Przeksztalcajac definicje
funkeji T', podobnie jak przy wzorze (2), mozemy napisaé

(o)
- 1 - —(U;TU;)S
(ui + uy) tzir(t)/st L~ (uitus)s g
0

dla dowolnych ¢, uq,...,u, > 0. Wynika stad, ze macierz
A, oun) = ((wi 1) ™) e

jest macierza Grama® dla uktadu funkcji (e=“i%: 1 < i < n) oraz iloczynu
skalarnego danego wzorem

—Loostfl s)y(s)ds
(o,) = (”0/ () (s5)ds.

Skoro macierz ta jest dodatnio okreslona, dla dowolnych &;,...,§, € C
zachodzi nier6wnosé

> &€ (ui+u) Tt 0. (5)
1<i,5<n

Zauwazmy, ze wspoOlezynniki, pojawiajace sie w nier6wnosci (x) przy
kombinacjach zmiennych x, ¥, z, sa doktadnie elementami macierzy

(20)~"  (a+b)~" (a+o)7"
A(a,b,c) =1 (b+a)"t (20)"t (b+c)?
(c+a)™ (c+b)~" (2077

3Przypomnijmy, ze jezeli (V, {(-,-)) jest przestrzenig unitarna, to macierzq Grama dla
wektorow x1,...,xx € V nazywamy macierz ((z;,z;))1<i,j<k- Macierz Grama jest za-
wsze dodatnio okreslona. Termin dodatnia okreslonosé bedzie u nas oznaczal to, co cza-
sem nazywa sie¢ pdtdodatniq okreslonosciq, czyli nieujemnos¢ formy kwadratowej wyzna-
czonej przez dang macierz. Proponujemy Czytelnikowi zajrzenie do §wietnej ksiazki [1].



[MACIERZATORA6] 9

Aby wiec wykazac¢ nier6wnosci (M), (d) i (), do ktorych sprowadza sie
caly problem, nalezy jedynie odpowiednio dobraé¢ zespolone wspoltczyn-
niki &1, &2, &3 1 skorzystaé z nierownosci (5) dla macierzy A(a, b, ¢). Wspol-
czynniki przy (2a)~*, (2b)7! i (2¢)7! beda odpowiednio réwne: |£1]?, |&2|?
i |&3]2. Wspotezynnik przy (a + b)~t bedzie réwny &1&, + €,&2 = 2Re& &y,
a wspotczynniki przy (b+c)~t i (c+a)~t — analogicznie: 2Re&€ 5 1 2Reés¢; .

W przypadku trzech interesujacych nas nieréwnosci wymienione wspot-
czynniki powinny kolejno przyjaé¢ nastepujace wartosci:

€112 | |&]? | |&5]7 | 2Re&1€, | 2Reéals | 2ReésE,
@& 1 | 1 ] 1 a1 a1 a1
& 1 | 4 | 4 a1 7 a1
@ 1 | 1 | 4 ) ) )

I tak, dla nieréwnosci (#) stosowne wartosci wynosza:

(£1,&2,83) = (; + ?z,% — ?i, —1> .

Wyliczenie wartosci &1,&2,£3 dla nierownosci (&) wymaga najwiecej za-
chodu. Dobierzmy katy oy, as, ag tak, aby

1 7
1 — (xg = arc cos (—4 oraz Qg — (¥3 = arccos —g .

Mozna wowcezas sprawdzié, ze trojka (1, £a, £3) = (€191, 22 2¢93) gpetnia
warunki wypisane w drugim wierszu tabeli. W przypadku ostatniej nierdw-
nosci (ktora przy pierwszym podej$ciu okazala sie krytyczna) bardzo tatwo
znajdujemy rozwiazanie (§1,&2,&3) = (1,1, —2). [ ]

W naszym rozumowaniu bylo niezwykle wazne, ze wspotczynniki &7, &, &3
moga by¢ zespolone. Wezesniejsze proby korzystania z nieréwnosci Kara-
maty, czy tez nieré6wnosci Jensena, pozwalaly nam dobieraé tylko wspol-
czynniki nieujemne i préoby te, jak widzieliémy, nie moglty doprowadzi¢ do
sukcesu. W pracach kilku studentéw pojawiaty sie oczywiste bledy rachun-
kowe, w ktorych dodawali oni do siebie nieréwnosci skierowane w rozne
strony, czyli po prostu stosowali nieréwnosci Jensena z ujemnymi wspot-
czynnikami. Paradoksalnie to jest wlasnie klucz do rozwiazania, tyle ze
wymaga oczywiscie precyzyjnego uzasadnienia, czego w pracach studentow
zabrakto.

Wypuktosé okazata sie w pewnym sensie zbyt staba wlasnoscia do roz-
wigzania zadania. Cala subtelnosé i trudno$¢ nierownosci () tkwi w cal-
kowitej monotonicznosci oraz dodatniej okreslonosci. Temat ten bedziemy
jeszcze kontynuowaé w cyklu Impresji olimpijskich.
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Dodatnia okreslonos¢ macierzy pojawita sie w zaskakujacy sposéb w roz-
wigzaniu jednego z probleméw zaproponowanych podczas 17. edycji Inter-
national Mathematical Competition. Z tym zadaniem poradzilo sobie zale-
dwie 6 spoérod 328 studentow.

Zadanie 2. Zalézmy, ze liczby rzeczywiste a,b,c spelniaja nieréwnosci
—1<a,b,c<1oraz
1+ 2abc > a® + b* + 2. (6)

Pokazaé, ze dla kazdego n € N mamy
14 2(abe)™ > a®™ +b*" + 2. (7)

Rozwigzanie. Rozwazmy macierz symetryczna

1
A= a
b

o = Q

b
c
1

Nieréwnos$¢ (6) oznacza po prostu, ze detA > 0. Ponadto, skoro a € [—1,1],
drugi minor gtéwny macierzy A jest takze nieujemny, a zatem kryterium
Sylvestera gwarantuje, ze macierz ta jest dodatnio okreslona. Dla pewnej
symetrycznej macierzy B € M3(R) mamy wiec A = B2.

Niech x,y,z € R3 oznaczaja kolejne wiersze macierzy B. Z postaci
macierzy A oraz zwiazku A = B? wynika, ze:

(i) |lzll = llyll = |zl = 1 (norma euklidesowa),
(ii) a=x -y, b=y -z, c=z-x (euklidesowy iloczyn skalarny).

Nier6wnosé (7) jest rownowazna temu, ze wyznacznik macierzy

1 a™ b"
A, = a® 1 "
bt 1

jest nieujemny. Poniewaz drugi minor gléwny tej macierzy jest nieujemny,
bedzie to de facto oznaczalo, ze macierz ta jest dodatnio okreslona. Waru-
nek, ktory w przypadku macierzy A byt konsekwencja jej dodatniej okre-
$lonosci, teraz bedzie przestanks ku dodatniej okreslonosci macierzy A,,.
Pokazemy mianowicie, ze A,, jest macierza Grama.

Zauwazmy, ze warunki (i), (ii) mowia, ze A jest macierza Grama dla
trojki wektorow x, y, z przestrzeni R? ze zwyklym iloczynem skalarnym. Na
tej podstawie powinnisémy skonstruowaé przestrzen z iloczynem skalarnym,
w ktorej znajdziemy trzy wektory jednostkowe z odpowiednimi iloczynami
wynoszacymi a”, b, c™.
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Rozwazmy wektory X = ®Q"x, ¥ = Q"y, Z = ®"z, gdzie sym-
bol ®" oznacza n-ta potege tensorowa*. Kazda z tych poteg jest elemen-
tem (tensorem prostym) przestrzeni ®"R3, bowiem produkt ®"R3® mo-
zemy utozsamié¢ z przestrzenia form n-liniowych na ((R3)*)". Oczywiscie
dim(®"R?) = 3", wiec wektory X, Y, Z mozna traktowaé po prostu jako
elementy przestrzeni R®", a wyliczy¢, stosujac iloczyn Kroneckera. Np. dla
wektora (1,2,3)7 € R? mielibysmy

(1,2,3)"®(1,2,3)7 = (1-(1,2,3)7,2-(1,2,3)7,3-(1,2,3)7)
= (1,2,3,2,4,6,3,6,9)T.

By¢ moze dobrze jest popatrzeé na potegi tensorowe jak na konkretne wek-
tory, ale chcac wprowadzi¢ dla nich iloczyn skalarny, musieliby$my formalnie
dokonaé kilku utozsamien. Znacznie prosciej jest zdefiniowaé taki iloczyn
bezposrednio na tensorach prostych (tak jak robi sie to standardowo):

(U1 ® ug,v1 @ v2) = (u1,v1)1(ug,v2)2 dla ui,v1 € Vi, ug,vg € Vo,

o ile tylko (V;, (-, -);) sa przestrzeniami z iloczynem skalarnym dla i € {1, 2}.
Taki wzor definiuje iloczyn skalarny na iloczynie V; ® Vo dwoch dowolnych
przestrzeni unitarnych. Widzimy tez, ze iloczyn skalarny poteg tensorowych
jest odpowiednia potega iloczynéw skalarnych. W naszym przypadku mamy
wiec:

(i) [ X[ =1Y=[Z] =1,
(iv) a" =X Y, 0"=Y -Z, " =27 X,

a zatem macierz A, jest macierza Grama dla wektorow X,Y, Z € @"R3?,
co konczy rozwiazanie zadania.

Jak sie okazuje, nawet iloczyn tensorowy moze znalezé zastosowanie przy
dowodzeniu elementarnych nieréwnosci! |

Uwaga. W przedstawionym rozwiazaniu nie wykorzystaliSmy w pelni zato-
zenia, ze —1 < a, b, c < 1, a jedynie to, ze co najmniej jedna z tych liczb lezy
w przedziale [—1,1]. Jezeli jednak opuscimy takze i ten warunek, to teza
zadania staje si¢ falszywa, np. dla (a,b,c) = (2,3,9) roznica miedzy lewa
a prawg strong nieréwnosci (6) wynosi 15, podczas gdy dla nieréwnosci (7),
in =2, roznica ta wynosi —825.

4Wektory przestrzeni V = R3 mozna utozsamiaé z formami liniowymi dziatajacymi na
V*, czyli — z elementami przestrzeni V** (przestrzenie skoriczenie wymiarowe sg reflek-
sywne). Méwiac cywilizowanym jezykiem, elementy V' sa tensorami kontrawariantnymi
typu (0,1) (czyli dzialaja 1-liniowo na VO x (V*)1), a iloczyn n takich wektorow jest
tensorem typu (0,n) (czyli dziata n-liniowo na V9 x (V*)7).
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Na zakonczenie proponujemy Czytelnikowi zastanowienie sie nad za-
daniem, ktoére choé¢ zwiazane z nieré6wnoscig Karamaty, nie wynika z niej
bynajmniej w sposéb natychmiastowy.

Zadanie 3. Niech a,b,c,x,y,z beda liczbami dodatnimi, speliajacymi
warunki: x >y > z,a > x, a®+b% > 22 4+y? oraz a® + 03+ 3 > 23 493+ 23
Udowodni¢, ze

a® + 05 + 8 > 28 + ¢ + 26,
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[7Tografia — Constantine Carathéodory]

Wsrod wielu moich znajomych panuje opinia, ze ,wielcy matematycy”
cale swoje zycie spedzili nad zeszytem, z piérem w reku i koszem w po-
blizu na kolejne zuzyte juz arkusze papieru®. Co wiecej, od tych samych
znajomych zdarzalo mi sie styszeé, ze ,wielcy matematycy” zyli (i zyja)
w jakims innym $wiecie oderwani od rzeczywistosci, wracajac do niej tylko
z koniecznoci.

Poliglota, inzynier, matematyk, fizyk, z zainteresowania archeolog
i zdolny zarzadca to okreslenia z pewnoscig niepasujace do tego stereotypu,
a to wlasnie stowa charakteryzujace Constantina Carathéodory’ego. Na-
zwisko kojarzy sie przecietnemu studentowi matematyki lub fizyki z twier-
dzeniem o mierzalno$ci w sensie miary zewnetrznej lub aksjomatycznym
sformulowaniem drugiej zasady termodynamiki, ale czy to wszystko czego
dokonal Carathéodory w swoim zyciu?

Rodzina Constantina wywodzita sie z greckich arystokratycznych rodow
zamieszkalych w Konstantynopolu i bedacych na stuzbie tureckiej dyplo-
macji, znajacych éwczesne stosunki miedzynarodowe, jezyki, wyznajacych
przy tym poglady podobne do polskich pozytywistéw. Carathéodory urodzit

5W odroéznieniu od filozoféw, ktorzy, jak stary dowcip glosi, potrzebuja tylko piéra
i papieru.
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sie w 1873 roku w Berlinie, w tym czasie jego ojciec pelit obowiazki tu-
reckiego attaché w Niemczech. Mlodosé Constantin spedzit w Belgii, gdzie
jego ojciec dostal posade ambasadora Turcji. Jego matka zmarta gdy mial
szesé lat. Trzy lata po tym wydarzeniu mtody Carathéodory rozpoczal na-
uke w prywatnej szkole w Brukseli. W 1886 roku zostal wystany przez ojca
do francuskiej szkoly $redniej. Tam na lekcjach geometrii ujawnilo sie jego
zainteresowanie matematyks, wygral tez dwukrotnie szkolny konkurs ma-
tematyczny. W 1891 zdal egzaminy konicowe i wstapil do belgijskiej szkoty
oficerskiej. Oprocz jazdy konnej i éwiczenn wojskowych Constantin uczyt sie
inzynierii, geometrii, mechaniki i termodynamiki. Po ukoriczeniu szkoty ofi-
cerskiej pracowal jako inzynier na wyspie Samos przy budowie drog, a p6z-
niej w Anglii i Francji. Podczas dwuletniego kontraktu w Egipcie mial oka-
zje zobaczy¢ piramidy i zainteresowaé sie archeologia, ktoéra pozostata jego
pasja do konca zycia.

W wolnych chwilach zajmowal sie matematyka, by w 1900 roku, wbhrew
ironicznym komentarzom odradzajacym ,porzucenie dobrze zapowiadaja-
cej sie kariery inzyniera”, podjaé¢ studia matematyczne na Uniwersytecie
w Berlinie, a dwa lata pozniej w Getyndze. Tam mial okazje poznaé wiele
wybitnych osobistosci é6wczesnego $wiata matematyki i fizyki, takich jak
Lip6t Fejer, Feliks Klein, Herman Minkowski czy David Hilbert. Po obro-
nie tytutu doktora matematyki kontynuowal prace naukowa w Getyndze,
by po roku (!) uzyska¢ habilitacje. Przez kilka lat wyktadal w Getyndze,
caly czas poglebiajac swoje zainteresowania zastosowaniami matematyki
w mechanice i termodynamice.

W 1908 roku Constantin poslubit swoja daleka kuzynke, Eufrosine Ca-
rathéodory. Dwa lata pozniej zamieszkal z nia we Wroctawiu, gdzie objal
profesure w nowo utworzonej Wyzszej Szkole Technicznej, w ktorej powie-
rzono mu utworzenie katedry matematyki. Matematyk wspinat sie szybko
po szczeblach uczelnianej kariery i juz w 1913 roku zostal prorektorem.
Zdobyte do$wiadczenia przydaly mu sie po6zniej przy reorganizacji Uni-
wersytetu Jonskiego. W tym czasie rozpoczal wymiane korespondencji z
Albertem Einsteinem, ktory potem nazwal Carathéodory’ego ,swoim na-
uczycielem”.

W 1919 roku premier Grecji mianowal Carathéodory’ego rektorem Uni-
wersytetu Joriskiego w Smyrnie. W tym czasie ujawnil sie¢ niepospolity
talent organizacyjny Constantina. Matematyk z zapalem zajal sie przy-
wroceniem $wietnosci kolebce nauki w Grecji. Niestety juz po trzech latach
Turcy odbili miasto. Carathéodory byl jednym z ostatnich Grekow, ktorzy
pozostali w Smyrnie, a dzieki jego po$wieceniu udato sie ocali¢ znaczng czesé
tamtejszej biblioteki przed zniszczeniem. Po utracie przez Grecje Smyrny
Carathéodory wyktada przez krétki czas na Uniwersytecie i Politechnice
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Atenskiej, a po dwoch latach przenosi sie jednak do Monachium, gdzie zaj-
muje sie termodynamika i teoria wzglednosci. Bedac od 1938 roku na emery-
turze, dalej mieszka w Monachium i pomimo czestych nalotéw dywanowych
do korica IT wojny $wiatowej pracuje naukowo. Pomimo niebezpieczenstw
podrézy na terenie opetanej wojna III Rzeszy udaje sie na pogrzeb Davida
Hilberta w Getyndze.

Po wojnie Constantin i Eufrosina choruja. Matematyk umiera na raka
watroby w roku 1950 roku, trzy lata po $mierci swojej zony.

W ciagu swojego zycia Carathéodory zajmowal sie rowniez teorig miary
i rachunkiem wariacyjnym, choé¢ gdyby chcieé¢ wymienié¢ wszystkie zagadnie-
nia nad ktérymi pracowal w swoim zyciu nawet w hastach, to lista bytaby
dtuzsza niz ta biografia. Ciekawostka jest fakt, ze znana nieréwnosé Bell-
mana, tak brutalnie wbijana do gtéw na zajeciach z réwnan rézniczkowych,
zostala udowodniona wtasnie przez Carathéodory’ego.

W piata rocznice $mierci Carathéodory’ego Albert Einstein podczas
ostatniego udzielonego przez niego wywiadu powiedzial: ,Panowie, jest mi
bardzo przykro, ze widze was gotowych do odejscia bez zadania mi najwaz-
niejszego pytania. Poprosiliscie, zebym wam odpowiedzial na wiele pytan,
ale nikt z was nie chcial sie dowiedzie¢, kto byt moim nauczycielem i kto
pokazal mi droge do wyzszej matematyki, tak w rozwoju mojej mysli jak
i badan? Aby was nie zameczy¢, powiem prosto bez jakichkolwiek szcze-
goélow, ze moim wielkim nauczycielem byt nie kto inny, tylko niesamowity
Grek — Constantin Carathéodory, ktéremu nie tylko ja osobiscie, ale i ma-
tematyka, fizyka oraz madrosé¢ XX wieku zawdzieczaja wszystko”.

Minstrel

[Rozumiejac matematyke]

Jedna z podstawowych réznic pomiedzy studentem matematyki a nor-
malnym czlowiekiem jest to, ze student matematyki wie, ze ,,To wida¢”
jest pojeciem wzglednym. Dla normalnego czltowieka , To wida¢” jest zero-
jedynkowe — no albo widaé, ze gdzies stoi drzewo, albo nie, proste. Ale na
matematyce, gdy na ¢wiczeniach z analizy funkcjonalnej kto$ stwierdza, ze
z twierdzenia Baire’a ,natychmiast wida¢” ze baza Hamela nieskoriczeniewy-
miarowe]j przestrzeni Banacha musi by¢ nieprzeliczalna... Gdy na topologii
,wida¢”, ze warunek 77 jest rownowazny temu, ze singletony sa domkniete...
Gdy na algebrze ,wida¢”, ze wyznacznik macierzy Vandermonde’a wynosi
tyle a tyle... To nagle sie okazuje, ze to wcale nie tak natychmiastowo widac.
Podobnie z czyms, co jest ,intuicyjne”. Intuicyjny jest zazwycza] panel ste-
rowania pralki, intuicyjnie sa rozmieszczone sztuéce w szufladach, ale jesli
pada stwierdzenie, ze ,Wszyscy intuicyjnie czujemy, ze jesli znajdziemy sie
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w nieskonczeniewymiarowej przestrzeni, to »tu wstaw liczne dtugie stowa,
z ktorych co jaki§ czas padaja stwierdzenia jak ,lokalna zwarto$é” et ca-
etera«”, to nagle trzy czwarte sali patrzy na siebie z powatpiewaniem. No
i powstaje naturalne pytanie — jak to jest mie¢ ta intuicje? Jakie to uczu-
cie rzeczywiscie widzie¢ takie rzeczy? Co czuje czltowiek, ktory rozumie ten
caly chinski?

Mogltbym tu oczywiscie zrobi¢ mine pelng pychy i stwierdzié¢ , To ja
wam opowiem”, ale nie jestem na tyle pyszny, by twierdzi¢ o sobie, ze moge
takie rzeczy mowié. Natrafitem jednak na takie pytanie na pewnym anglo-
jezycznym forum internetowym i jedna z odpowiedzi byta na tyle dluga
i wydawala sie na tyle sensowna, ze pomyslalem sobie, ze wartosciowym
byloby zamiesci¢ ja na tamach [Macierzatoral. Jest to odpowiedz napisana
juz bardziej z perspektywy naukowca, jednak wiele gtoszonych tez pozo-
staje prawdziwych rowniez w przypadku studentéw. Zaznaczam jednak, ze
nie jest to moje zdanie, ze ja nie uwazam sie za osobe upowazniona do po-
uczania kogokolwiek, jak to jest rozumie¢ matematyke, bo nie uwazam, bym
rozumial jg sam, i jesli ktokolwiek nie zgadza sie z tezami tego artykutu, to
prosze nie uwazaé, ze to ja jestem ghupi. Jesli kogos interesowaltoby zrédto,
zapraszam do kontaktu; ja za$ byltbym bardzo zainteresowany poznaniem
zdania innych oséb, doktorantéw, studentéw, czy pracownikéw naukowych
na ten temat. Ale nie przedtuzajac, przejdzmy do odpowiedzi na pytanie:
Jak to jest, rozumie¢ matematyke ,bardzo wyzszg’?

Potrafi sie odpowiedzieé¢ bez zastanowienia na wiele, wydawaloby
sie, trudnych pytarni. Ale to nie jest magia, tylko znajomos¢é pewnego
triku — mianowicie po ustyszeniu pytania szybko w my$li analizujemy, czy
da sie na nie odpowiedzie¢ ktéras z potezniejszych metod aparatu mate-
matycznego (argumenty przez przejscia graniczne, przez powigzania mie-
dzy obiektami algebraicznymi i geometrycznymi, redukcje przypadkéw nie-
skoniczonosciowych do skoriczonych przez rézne formy zwartosci, itd.) wraz
z konkretna wiedza z danej dziedziny. Tak naprawde takich fundamental-
nych trikow jest zaskakujaco mato i w miare spora lista dostepna jest na
stronie www.tricki.org/tricki/map.

Czesto potrafi sie ze sporym prawdopodobiennstwem odpowiedzieé,
czy co$ jest prawdziwe czy falszywe, nawet przed zobaczeniem
$cislego dowodu. Jest to powodowane gltéwnie posiadaniem sporego ,ka-
talogu” idei, powiazan i konceptéw i mozna szybko stwierdzié, ze gdyby X
byto falszywe, to zrobilby sie paradoks z Y, a wiemy o Y, ze jest praw-
dziwe, wiec intuicyjnie rzecz biorac X zapewne tez. Nie chodzi o szybkie
wyobrazenie sobie pelnej sytuacji i przeprowadzenie $cistego dowodu co do
przystowiowego epsilona, ale o szybkie znalezienie kilku znajomych juz rze-
czy powiazanych z ta rozwazana w sposéb logiczny.
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Nie przeraza cie poczucie, ze nie rozumiesz w pelni problemu
ktory studiujesz. Zazwyczaj jezeli rozumiemy go w pelni, to jest on juz
rozwiazany i pora zajaé sie czyms$ innym. Jedna z umiejetnosci naukowca
jest umiejetnosé komfortowej i produktywnej pracy, pomimo poczucia za-
gubienia.

Twoje intuicje co do problemu sa produktywne i uporzadkowane,
wiec nie tracisz czasu na bycie zdziwionym postawionym pro-
blemem. Dla przyktadu, prowadzac rozwazania w wielowymiarowej prze-
strzeni nie prébujesz ,zobaczy¢” tych siedmiu czy ilu wymiaréw i probowaé
przeniesé intuicje z dwuwymiarowej plaszczyzny na rozwazany przypadek.
Wielu poczatkujacych studentéw ma ten problem, ze rozwazajac przestrze-
nie wielowymiarowe traci mnéstwo czasu na proby zwizualizowania sobie
calego problemu, mimo ze nie wszystkie intuicje z geometrii dwu- czy troj-
wymiarowej maja w ogdle jakiekolwiek analogony w wyzszych wymiarach.
Poznajac nowe pojecia, najpierw skupiasz sie na prostych przy-
kladach, by potem podniesé swa intuicje ,,poziom wyzej’ do rzeczy
bardziej skomplikowanych. Wracajac do geometrii, powiedzmy, ze pro-
bujemy znalez¢é punkt staty jakiego$ obrotu pieciowymiarowej przestrzeni.
Myslac o tym najpierw w dwoch lub trzech wymiarach, jesteSmy w stanie
stwierdzié¢, jakie wlasnos$ci owego obrotu sa istotne dla naszych wyliczen
i— czesto — rozpisujac wszystko symbolicznie stwierdzamy, ze tak naprawde
liczba wymiaréw nie gra w naszym rozumowaniu wiekszej roli. Oczywiscie,
im dalej jesteSmy w naszych studiach matematycznych, tym trudniejsze
staja sie ,jproste przyktady” od ktorych wychodzimy i moze si¢ okazac, ze
potrzebne byly nam dwa lata studiéw, by méc komfortowo poruszaé sie
w tym, co teraz stuzy nam jako ten ,prosty przyklad”. Wciaz jednak zasada
jest ta sama - nie staramy sie znikad wyciaggnaé cudownej intuicji na temat
czego$ skomplikowanego, a raczej staramy sie zredukowaé to, co jest nam
nieznane, do czego$ w czym czujemy sie lepiej.

Jedna z najdziwniejszych cech, kt6rg niematematycy przyporzad-
kowuja matematykom, jest posiadanie jakiej$s tajemniczej umy-
slowej zdolnosci, pozwalajacej rozwigzaé¢ skomplikowany problem
od jednego spojrzenia. Tak naprawde kazdy po prostu atakuje problem
roznymi znanymi sobie metodami, stosujac je do znanych sobie prostych
przypadkéw, starajac sie uzyska¢ wyniki czesciowe lub znalezé analogie
z dziedzing w ktoérej czujemy sie lepiej. Po prostu im dalej jestesmy, tym
wiekszy mamy arsenal znanych sobie metod, potrafimy testowaé je szybciej
(bo praktyka czyni mistrza) i moze w niewielkim stopniu jesteSmy w stanie
czesto zgadywac nieco bardziej szczesliwie. Czasami przyjdzie jakies nagte
ol$nienie, ale najpierw trzeba polozy¢ pod nie solidne fundamenty.
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> Pracujesz w coraz bardziej abstrakcyjnym swiecie. To, co badates
wczoraj, dzis jest jedynie szczegdlnym przypadkiem albo malutka
czescia obiektu badan. Dla przykladu, na analizie uczymy sie o funk-
cjach, ale na analizie funkcjonalnej funkcje sg juz jedynie punktami, ele-
mentami jakiej$ wiekszej przestrzeni — niejako patrzymy na cala sytuacje
z wiekszej odleglosci. Patrzac z tej odleglosci, wiele skomplikowanych tez
mozna wyglosi¢ w paru zdaniach, podczas gdy patrzac z bliska potrzeba by
bylo zapisaé calte tomy. To kompresowanie i uogélnianie pozwala rozwazaé
niezwykle skomplikowane zagadnienia, uzywajac naszej, ludzkiej, ograni-
czonej ,mocy obliczeniowej”.

> Nie masz trudnosci w rozumieniu bardzo abstrakcyjnych czy tech-
nicznych wynikéw z ré6znych dziedzin, bo zazwyczaj sprowadzaja
sie one do stosowania narzedzi matematycznych, ktéore juz znasz.
Piszacy ten post ma przyjaciela, fizyka teoretycznego, ktéry lubi mawiac,
ze powinny byé¢ ksiazki ,, X dla matematykow”, gdzie X oznacza jakas trudna
dziedzine nauki — chemie kwantowa, teorie wzglednosci, epistemologie.
Ksiazki takie bytyby krotkie i zwiezte, bo wiele najistotniejszych pojeé
bylyby dla matematykow juz znane badz proste do zrozumienia. Czesto
zalozenie znajomosci matematyki i bieglosci w postugiwaniu sie abstrakcja
mogloby uczynié¢ wszelkie tlumaczenia w takiej ksiazce krotszymi i bardziej
eleganckimi. Oczywiscie, nie oznacza to ze dobry matematyk mogltby by¢
mistrzem we wszystkim — glebsze rozumowania fizyczne czy ekonomiczne
wymagaja stosowania umystowych trikow, ktorych sam matematyczny tre-
ning nikogo nie nauczy. Jednak umiejetnosci obliczeniowe i logicznego my-
§lenia, nabywane przez matematykow w trakcie studiéw, pozwolityby na
stosowanie wielu ,skrotow” podczas nauki tej hipotetycznej nowej dzie-
dziny (oczywiscie, tak dlugo, jak zachowa sie wobec niej pokore, odrzucajac
matematyczne przyzwyczajenia, ktore w danej dziedzinie okazalyby sie nie-
przydatne).

> Nie masz problemu z wieloma, wydawaloby sie, zupelnie roz-
nymi metodami formulowania tego samego problemu. Dla przy-
ktadu, wiele probleméw mozna przedstawi¢ w sposéb bardziej algebraiczny
— uzyskujac konkretny algorytm czy wzoér — lub bardziej ,,geometryczny”,
intuicyjny — uzyskujac co§ w rodzaju ,obrazka”. Tak naprawde wiele najpo-
tezniejszych narzedzi matematycznych dostarcza swoistego ,stownika” do
poruszania sie miedzy réznymi dziedzinami nauki. Dla przykladu, teoria
Galois pozwala uzy¢ naszej wiedzy na temat symetrii (np. osi symetrii
o$miokata) w badaniu réwnan wielomianowych czwartego stopnia. Znajac
te rozne dziedziny, dostajemy swoiste autostrady, dzieki ktorym badajac
jeden problem mozemy wydostawaé sie¢ z miejsca, w ktéorym utknelismy,
w inne, i kontynuowaé¢ badania.
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Nie przepadasz za dlugimi przeliczeniami. Matematycy moga czesto
calymi dniami mysle¢ o jakim$ eleganckim argumencie, ktory pozwolitby im
uniknaé przydlugich rachunkéw czy ciagéw prostych rozumowan, zamiast
tego udowadniajac dang teze dzieki potedze jakiego§ dobrze juz znanego
narzedzia matematycznego. Czasem nawet wybierasz problemy na podsta-
wie tego, czy sadzisz, ze daloby sie w nich znalezé jakie§ tadne rozumo-
wanie, a nie dowod polegajacy na przerachowaniu kilkunastu przypadkow.
G.H. Hardy napisal w swej ksiazce A Mathematician’s Apology:

W obydwu [rozwazanych wezesniej| twierdzeniach (przedstawionych wraz
z dowodami) widzimy sporg doze niespodziewania, potgczonego
z poczuciem czego$, co nieuniknione. Przeprowadzane rozumowania
wygledajqg dziwnie i zaskakujgco; uzyte narzedzia wydajg sie byé wrecz
dziecinnie proste w pordwnaniu z tak gtebokimi wynikami; nie da sie
jednak uciec od prawdziwosci naszych wynikow. Dowody nie sqg przesadnie
skomplikowane - jeden atak wystarczy, podobnie jak w dowodach wielu
innych bardzo gtebokich twierdzen, do docenienia ktorych potrzebna jest
olbrzymia matematyczna biegtosé. Nie chcemy wielu ,,odmian”
w twierdzeniu matematycznym:  wypisanie przypadkow” jest jednym
z najnudniejszych rodzajow rozumowania matematycznego. Dowdd
matematyczny powinien przypominaé prostq, czystq konstelacje gwiazd,
a nie chaotyczne skupisko gwiazd Drogi Mlecznej. (...)
[Rozwigzywanie problemu szachowego] to czysta matematyka i ma swoje
zalety; jest to jednak typowo rozumowanie przez ,rozwazenie wszystkich
przypadkéw” (ktdre to przypadki sq, tak naprawde, bardzo do siebie
podobne), ktory to typ rozumowania spotyka sie zazwyczaj z pogardg ze
strony prawdziwych matematykow.

Preferujesz potezne, ogdlne idee rozwigzujace szereg probleméw
nad rozwigzaniami konkretnych zagadek. Rzadko kiedy matematyka
obchodzi odpowiedZ na jakie$ konkretne pytanie. Nawet takie twierdze-
nia, jak Wielkie Twierdzenie Fermata budza tyle zainteresowania raczej ze
wzgledu na to, ze sygnalizuja nam potrzebe uzyskania nowych, potezniej-
szych narzedzi, by by¢ w stanie je atakowa¢. Najcenniejsza rzecza nie jest
odpowiedz na samo pytanie, ale to, czego sie nauczymy po drodze. Matema-
tyk szuka nowego ,stownika” czy autostrady laczacej rézne pojecia naszego
ideowego uniwersum. Stad wielu matematykow nie zastanawia sie w ogole
nad praktycznym czy obliczeniowym zastosowaniem ich wynikoéw (oczywi-
Scie, jest to wada hiperabstrakcyjnego podejscia); zamiast tego probuja zna-
lez¢ najpotezniejsze i najogdlniejsze powiazania. O wadach i zaletach tego
podejscia wypowiadatl sie rowniez m.in. Timothy Gowers, ktoérego zdanie
mozna réwniez znalezé w Internecie.
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= Rozumienie czego$ abstrakcyjnego czy udowadnianie jakiego$
faktu staje sie zadaniem przypominajacym budowe. Mysdli sie ,,Naj-
pierw poloze te fundamenty, potem zbuduje ten szkielet z tych znanych
mi czedci, ale Sciany wstawie pdzniej, potem przetestuje kolumny...”. An-
drew Wiles, ktory dowiodt Wielkie Twierdzenie Fermata, uzywat analogii
odkrywania nieznanego terenu:

Chyba najlepszym opisem moich doswiadczen jako matematyka jest
analogia z podrozq przez ciemng, nieznang rezydencje. Wchodzimy do
pierwszego pokoju i jest zupetnie ciemno. Chodzimy wokdt, obijajgc sie
o meble, ale po jakims czasie wiemy juz doktadnie, gdzie stoi ktory mebel.
Po szesciu miesigcach znajdujemy wlgcznik swiatta i widzimy doktadnie
pokaj, w ktérym przebywalismy. Wiec wchodzimy do nastepnego pokoju
1 znowu jest zupetnie ciemno. Zatem kazde to znalezienie wtgcznika jest
kulminacjg — i nie mogtoby istnieé bez — wielu miesiecy wczesniejszeqo
obijania sie o meble w ciemnosci.

> Shuchajgc seminarium czy czytajac prace, nie czujemy sie az tak
,zablokowani”, poniewaz mamy coraz wiecej praktyki w rozktadaniu idei
na czesci, traktujac rozumowania czy przeliczenia ktérych nie potrafimy
zrozumie¢ od razu jako ,czarne skrzynki” i i tak biorac pod uwage to, co
z nich wynika. Czasami mozna dawaé stwierdzenia, o ktorych wiemy, ze
sa prawdziwe, lub dobrze intuicyjnie je rozumiemy, bez znania wszystkich
stojacych za nimi szczegdtow. Czesto mozna zauwazyé, jakie czeSci danej
dziedziny sa delikatne czy najbardziej interesujace, po wystuchaniu jednego
tlumaczenia na bardzo wysokim poziomie.

> Potrafisz tworzy¢é nowe definicje i pytania podczas rozwazania ja-
kiego$§ nowego uogdlnienia. Jedna z rzeczy, ktérych uczymy sie bardzo
pozno (czesto dopiero przy rozpoczynaniu pracy badawczej) jest tworzenie
dobrych, uzytecznych definicji. Czesto mozna ustysze¢ od ludzi znajacych
sie na matematyce, ale nie zajmujacych sie nig profesjonalnie (np. zarabiaja-
cych na pisaniu artykutéw popularnomatematycznych), ze w czasie swych
studiéw byli bardzo dobrzy w rozwiazywaniu trudnych zadan ze zbioru,
ale czuli sie zagubieni, gdy przedstawilo im sie matematyczna strukture
i prosito o udowodnienie jakich$ interesujacych o niej faktoéw. Taka umie-
jetnosé oznacza umiejetnosé formutowania definicji i stawiania konkretnych
hipotez, ktére inni matematycy uznaja za ciekawe lub pouczajace. Jest to
troche jak proba wymyslenia dobrej historii kryminalnej, majac dane miej-
sce wydarzen. W odréznieniu od normalnego detektywa, najpierw musimy
zdecydowaé, co bedzie nasza ,zbrodnia” (tzn. interesujacym problemem);
nastepnie musimy wymysli¢ ,wskazowki”, ktore nas do niej doprowadza,
wychodzac jedynie od aksjomatow. By to zrobié, stosujemy analogie z in-
nymi znanymi kryminatami (matematycznymi teoriami) i nasz wlasny gust
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w decydowaniu, co jest interesujace i glebokie. Trudno opisa¢, jak ten proces
doktadnie przebiega, mozna jednak z duzym prawdopodobienstwem stwier-
dzié, ze to jest wlasnie najbardziej wspdlna dla wszystkich matematykow
IZecz.

Latwo irytuja cie braki w precyzji w méwieniu o problemie ob-
liczeniowym czy logicznym. Gloéwnie dlatego, ze opanowales juz umie-
jetnosé szybkiego wymyslania kontrprzyktadéw, czyniacych niekonkretny
problem w oczywisty sposob falszywym.

Jednoczesnie nie masz nic przeciwko brakom w precyzji czy ,,ma-
chaniu rekami” w dziedzinach ktére znasz, bo latwo Ci dodaé
szczegbly samemu. Jak pisze Terence Tao,

[Gdy juz nauczymy sie mysle¢ w sposéb rygorystyczny,| nadchodzi etap
post-rygorystyczny”, kiedy juz czujemy sie komfortowo we wszystkich
konkretnych podwalinach naszej dziedziny 1 jestesmy gotowi by jeszcze raz
przyjrzeé sie i poprawié nasze nieprecyzyjne intuicje, jakie mieliSmy na
ten temat wczesniej; tym razem jednak nasza intuicja jest solidnie
podbudowana konkretng wiedzq. (Dla przyktadu, na tym etapie nie
mielibysSmy problemu z przeprowadzaniem obliczen w rachunku
wektorowym poprzez analogie z rachunkiem skalarnym, nie przeszkadza
nam nieformalne uzycie liczb nieskonczenie matych, notacji duzego O
i tak dalej, bo w razie czego potrafimy wszystkie te nieformalne zapiski
przeksztatcié w szezegstowy i rygorystyczny dowdd.) Teraz ktadziemy
akcent na zastosowania, intuicje © ogdlny obraz. Ten etap przychodzi pod
koniec studiow magisterskich i w czasie dalszej pracy naukowej.

Dla przyktadu, pojecie, do zrozumienia ktérego za pierwszym razem potrze-
bowalismy wielu godzin (,dla kazdego epsilona istnieje delta, ze to stwier-
dzenie zachodzi”) staje sie tak naturalnym elementem naszych p6zniejszych
rozumowai, ze nawet sie nad tym specjalnie nie zatrzymujemy.

Istotnym spostrzezeniem jest, ze matematycy tez sa ograniczeni tymi sa-
mymi ograniczeniami, co inni. Nie sg intelektualnymi superherosami. Czesto
maja problemy z przyjmowaniem nowych poje¢ czy sposobdéw rozumowania
(nawet matematycznego), ktore nie jest ,ich”. Moga broni¢ swoich tez, nie
szanowaé cudzych i czepiaé sie szczegotow. Powyzej staratem sie® podsumo-
wad, jakie to uczucie pracowaé¢ i mysle¢ matematycznie, nie zastanawiajac
sie nad wadami osobistymi matematykoéw czy na polityce réznych dziedzin
matematyki. Sa to osobne zagadnienia, warte osobnych odpowiedzi.

6 Autor posta.
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> Masz pokore wobec swojego stanu wiedzy, $wiadom, jak staba jest
matematyka, i nie przeszkadza Ci to, ze nie jestes w stanie stwier-
dzié¢ nic inteligentnego na temat wiekszosci problemoéw. Tak na-
prawde jest bardzo niewiele matematycznych pytan, na ktére mamy w miare
wnikliwe odpowiedzi. Jest jeszcze mniej takich, na ktore kazdy matematyk
jest w stanie udzieli¢ wnikliwej odpowiedzi. Dobry student matematyki po
studiach licencjackich bytby w stanie wypisa¢ setki pytan, na ktore nawet
najlepsi matematycy nie byliby w stanie udzieli¢c odpowiedzi (informatyk
teoretyczny Richard Lipton podaje kilka takich przykladéw na swym blogu
http://rjlipton.wordpress.com/2009/12/26/mathematical-
embarrassments/).
Dzigki temu nie mamy problemu z byciem ,zagietym” przez dane pytanie;
mamy wyczucie na temat swoich umiejetnosci matematycznych i tego, ja-
kie problemy da sie rozwiaza¢, a ktoére sa daleko poza naszym zasiegiem.
To wyczucie, jakkolwiek upokarzajace, uwalnia nas tez od zawstydzenia, bo
ma sie Swiadomo$é, ze zna sie najpotezniejszy dostepny obecnie aparat do
zajmowania sie danym problemem.

Na zakoriczenie chcialbym jeszcze raz dodaé, ze powyzsza lista nie zo-
stala absolutnie skompilowana przeze mnie. Stowa autora staralem sie prze-
ttumaczy¢ jak najwierniej, pozwalajac sobie jedynie na drobne zmiany na-
tury jezykowej.

Niewinny Rosomak

[Ogloszenie KNM]

Milo mi poinformowaé, ze w maju bedziemy gosci¢ w Instytucie Mate-
matyki US Profesora Wolfganga Reichela z Karlsruhe Institute of Tech-
nology w Niemczech. Profesor Wolfgang Reichel to wybitny specjalista
z zakresu réwnan rézniczkowych czastkowych, zatrudniony w Institute
of Analysis KIT. Jest on szczegoblnie bliski dla osob z naszego Instytutu:
studenci z Kota Naukowego Matematykéow US znaja go z matematycznego
kursu intensywnego, ktéry odbyt sie podczas ubieglych wakacji; tam tez
narodzil sie pomyst zaproszenia go do Katowic. Ku naszej radosci, Pan Pro-
fesor przyjal nasze zaproszenie. W zwiazku z jego wizyta zaplanowalismy
kilka wykladow oraz spotkan; ich szczegotowy plan mozna znalezé na stronie
Kota (www.knm.katowice.pl). Szczegdlnie goraco zachecamy wszystkich do
udzialu w wykladzie Analysis speeds you up — the Brachistochrone problem,
adresowanym szczegolnie do studentow (ale nie tylko). Wyktady Profesora
Reichela podczas kursu intensywnego wspominamy jako bardzo ciekawe,
przejrzyste i dowcipne — tym gorecej zachecamy wszystkich do aktywnego
udzialu w wydarzeniach organizowanych podczas wizyty Pana Profesora.
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Pan Profesor Wolfgang Reichel sprawil nam kilka miesiecy temu duza
i przemila niespodzianke: na okladke pierwszego numeru [Macierzatora]
w tym roku akademickim wybraliSmy jego rysunek. Ku naszemu radosnemu
zaskoczeniu, Pan Profesor wkleit fragment oktadki oraz opisal calg sytuacje
na swojej oficjalnej instytutowej stronie internetowej”; ponizej prezentujemy
zrzut ekranu.
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Chciatabym w tym miejscu gorgeo podziekowaé Panu Profesorowi Ro-
manowi Gerowi, Dyrektorowi Instytutu Matematyki US, za ogromng Zycz-
liwosé, mieocentong pomoc oraz bardzo przychylne ustosunkowante sie do
naszej inicjatywy.

Joanna Zwierzynska

"http://www.math.kit.edu/iana2/~reichel/
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[O gestosci obrazu liczb naturalnych poprzez
funkcje sinus]

Fakt, ze zbior sin N jest gestym podzbiorem przedziatu [—1, 1], jest po-
wszechnie znany. Jednak jak to z powszechnie znanymi faktami bywa, malo
kto pamieta jak je udowodnié.

W tym artykule przedstawimy dowod pewnego ogolniejszego faktu, mia-

nowicie udowodnimy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 1. Jezeli f: R — R jest funkcja ciggta o okresie, ktory jest
liczbg niewymierng, to f(N) jest gestym podzbiorem przeciwdziedziny funk-
cji f.

Zanim przejdziemy do dowodu udowodnimy dwa lematy.

Lemat 2. Niech T > 1 bedzie liczbg niewymierng oraz niech 0 < x1 < xg
1T = ;—‘IJ Wtedy ciqg

Lm

T { J Tmy1 (M € Np)

Tm+1

jest poprawnie okreslony oraz zbiezny do 0.

€T

Dowdd. Ustalmy k € N. Zalézmy, ze 0 < xx41 < xp oraz liczba ?:1 jest

niewymierna. Na mocy okreslenia ciagu (xf)ren, mamy

Tk
Tk4+2 = Tk — Trrl Lk+1-
+

Zauwazmy, ze liczba

Tit2 L T, J €(0,1)
Tr+1 Tr+1

jest liczba niewymierng. Ponadto 0 < zp42 < zi41. PokazaliSmy zatem, ze
liczba i"—i; jest niewymierna oraz 0 < ;42 < Ty+1 dla dowolnej liczby

m € Ny. Zauwazmy, ze

L

Tm42 = Tm — { J Tm41 < T — Tm+1l < Tm — Tm+2, (m € NO)

Tm+1

A zatem z,,42 < %= (m € Np). Powyzsza nieréwnos¢ oraz fakt, ze ciag

(Zm)men jest malejacy dowodzi, ze x,,, — 0. O
m—0o0

Lemat 3. Przy oznaczeniach i zatozeniach z lematu 2 niech xog =T oraz
x1 = 1. Wtedy dla dowolnej liczny naturalnej m > 2 istniejg takie liczby
catkowite a,, oraz by, e Ty = apnT + by,. Ponadto sgna,, = (—1)™ oraz
sgnb,, = (=1)™*! (m > 2).
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Dowdd. Niech ay =1,by = —|T], a3 = — V—;J oraz bg = 1+ {%J |T'] oraz

x

dla m > 2 polozmy

Tm Tm

J bm—H .

Latwo sprawdzié¢, ze zdefiniowane powyzej liczby spetniaja teze lematu. O

am+2 = Am — \‘ J Am+1 Oraz bm+2 = by — \\

LTm+41 LTm+41

Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia.
Dowdd. (twierdzenia 1) Pokazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej y € f(R)
istnieje taki ciag (ng)ren liczb naturalnych, ze y = klirr;o flng).

Niech T bedzie okresem funkcji f. Mozemy zalozyé¢, ze T' > 1. Niech
x € (0,T], bedzie takie, ze f(z) = y. Dla k € Ny, niech ¢, = = — {ﬁJ Tk,
gdzie ciag (x)ren, bedzie taki jak w lemacie 2. Zauwazmy, ze

T T x
2 <elz] o
Tk Tk Tl

zatem 0 < ¢ < 2 (k € Ny), wiec ¢ — 0.
Dla k € N, zdefiniujmy

X X
ng = bor—1 oraz my = ask—1,
Tok—1 Tok—1

gdzie ciagi (ax)ken, 1 (bk)ren, sa takie jak w lemacie 3.
Zauwazmy, ze © — cop—1 = ni + T - my, (k € N). Stad

fng) = f(x —cop—1 =T -my) = f(x — cor—1) 2 hosoo= f(x) =y. O

vil
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[Kacik TgXowy czesé 7]

Matematyka — definicja, twierdzenie, dowod

Przechodzimy do rzeczy powaznych. W tej czesci powiemy jak estetycznie
umieszcza¢ w tekscie definicje czy twierdzenia oraz kontrolowaé ich
wyglad — omowimy stuzace do tego polecenia. Na koniec pokazemy jak
zdefiniowa¢ wlasny styl dla tego typu srodowisk.

Beata tojan (b.1lojan@knm.katowice.pl)

[Definicja, twierdzenie, dowaod]

przypadku tekstow matematycznych zachodzi (o dziwo czesto) po-

trzeba wprowadzenia w tekscie definicji, twierdzen itp. Aby w efek-

cie konncowym uzyskac czytelnie i estetycznie wygladajace formuty nalezy

skorzystac¢ z pakietu amsthm. Dostarcza nam on polecen pozwalajacych de-
finiowa¢ srodowiska do wprowadzania formut oraz okreslac ich styl.

Do definiowania wszelkiego rodzaju srodowisk (typu theorem) do sktadu

twierdzen, definicji itp. stluzy nam polecenie \newtheorem, ktore umieszcza-

my w preambule naszego dokumentu.

\newtheorem{nazwa_srodowiska} [nazwa_inna] {naglowek} [numeracjal

nazwa_srodowiska nazwa tworzonego otoczenia;

nazwa_inna nazwa innego otoczenia zdefiniowanego za pomocg polecenia
\newtheorem. Jest to argument opcjonalny (mozna go pominac); powo-
duje, ze nowo tworzone srodowisko bedzie mialo wsp6lng numeracje
ze Srodowiskiem nazwa;

naglowek to co pojawi si¢ w wydruku, za kazdym razem, gdy uzyjemy Sro-
dowiska nazwa_srodowiska;

numeracja okresla w jaki spos6b majg by¢ numerowane kolejne wywotania
otoczenia; moze przyjmowac wartos¢ np. part, chapter, section...
Przyktadowo jesli wpiszemy tu chapter, to w kazdym kolejnym roz-
dziale Srodowiska beda numerowane od poczatku. Domyslnie kazde
Srodowisko utworzone za pomoca polecenia \newtheorem jest nume-
rowane osobno oraz w sposoéb ciggly w catym dokumencie.

przykladl.tex

\newtheorem{tw}{Twierdzenie} [section]

Powyzszy przyklad spowoduje utworzenie srodowiska tw, ktére bedzie
wygladato nastepujaco:
— przyklad2.tex przyklad2.pdf
}:eg.zztwl}rz[oiii bardao Twierdzenie 1 (opis). To jest przy-
waziego Ewindzenia. . ktad bardzo waznego twierdze-
\end{tw} nia...

Argument opis jest nieobowigzkowy; pozwala on na umieszczanie do-
datkowych opisoéw przy twierdzeniach (np. nazwiska autora, daty itp.).
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Jak wida¢ domys$lnie w tak zdefiniowanym srodowisku nagtéwek i nu-
mer sg pogrubione, zas tres¢ wewnatrz srodowiska zlozona jest kursyws.
Przyjeto si¢ jednak, aby twierdzenia, lematy byly sktadane innym krojem
pisma niz definicje czy uwagi. W pakiecie amsthm zdefiniowane sa trzy style,
dzieki ktorym mozemy wplywac na kroj pisma w srodowiskach theorem:

O plain - styl domyslny: nagléwek i numer sg pogrubione, a tres¢ zlo-
zona kursywa;

@ definition — naglowek i numer sg pogrubione, a tresé¢ zlozona pi-
smem prostym;

® remark — naglowek i numer ztoZone kursywa, tres¢ pismem prostym;

Aby poszczegdlne srodowiska byly skladane w wybranym przez nas sty-
Iu, nalezy ich definicje odpowiednio pogrupowac¢ i kazda taka grupe po-
przedzi¢ poleceniem \theoremstyle{styl}

Jak juz wspomnieliSmy domyslnie wszystkie tak stworzone srodowiska
sg numerowane; jesli z jakis przyczyn chcemy, aby ktores Srodowisko nie
bylo numerowane musimy uzy¢ (podobnie jak w przypadku nienumerowa-
nych rozdzialéw) gwiazdki:

tw_nonumber.tex
\newtheorem*{twn}{Twierdzenie}

No dobrze definicje, twierdzenia, uwagi mamy z gtowy, a co jesli zechce-
my cos udowodni¢? Nic prostszego. W pakiecie amsthm zostato zdefiniowane
otoczenie proof, ktore stuzy do sktadania dowodow. Po wywotaniu srodo-
wiska pojawi si¢ napis Dowdd, ktory bedzie ztozony kursywa, tresc zlozona
bedzie pismem prostym, a na koncu pojawi 0.

Czas na bardziej rozbudowany przykltad, ktory dokladniej zobrazuje
nam dziatanie powyzszych polecen. Przykladowo umieszczajac w pream-
bule naszego dokumentu ponizsze instrukcje, tworzymy pie¢ nowych Sro-
dowisk — twi, lem, wn, defi, prz. Jak ich uzywa¢é oraz efekt ich dziatania
mozemy zobaczy¢ na nastepnej stronie.
twierdzenia_preambula.tex

\theoremstyle{plain}

\newtheorem{twi}{Twierdzenie} [chapter]

\newtheorem{lem} [tw]{Lemat} [chapter] %numeracja wspdélna z twierdzeniami
\newtheorem*{wn}{Wniosek} %brak numeracji

\theoremstyle{definition}

\newtheorem{def}{Definicja} [chapter]

\theoremstyle{remark}

\newtheorem{prz}{Przyktad}/numeracja ciagta w catym dokumencie

twierdzenia_dokument.tex
\begin{twi} [PitagorasalW dowolnym trdjkacie prostokatnym suma kwadratéw diugosci
przyprostokatnych jest réwna kwadratowi dtugoSci przeciwprostokatnej.\end{twil}
\begin{lem}Jest to pierwszy lemat, jednak ma numer dwa, poniewaz ma wspdlng
numeracj¢ z twierdzeniami.\end{lem}

\begin{wn}Wnioski nie bgda numerowane.\end{wn}

\begin{defi}To przyktadowa definicja.\end{defi}

\begin{prz}To jest przyktad, ktéry pokazuje zastowanie stylu remark.\end{prz}
\begin{twi}To kolejne twierdzenie...\end{twi}

\begin{proof}Byto ono potrzebne by pokazaé dziatanie Srodowiska proof.\end{proof}
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twierdzenia_dokument.pdf

Twierdzenie 7.1 (Pitagorasa). W dowolnym tréjkqcie prostokgtnym suma
kwadratéw diugosci przyprostokatnych jest réwna kwadratowi dtugosci
przeciwprostokqtne;j.

Lemat 7.2. Jest to pierwszy lemat, jednak ma numer dwa, poniewaz ma
wspolng numeracje z twierdzeniami.

Wniosek. Wnioski nie bedq numerowane.
Definicja 7.1. To przykladowa definicja.
Przyktad 7.1. To jest przyklad, ktory pokazuje zastowanie stylu remark.

Twierdzenie 7.3. To kolejne twierdzenie...

Dowdd. Byto ono potrzebne by pokazac¢ dziatanie sSrodowiska proof. [

[Wlasny styl twierdzen]

Pakiet amsthm dostarcza nam réwniez instrukcji \newtheoremstyle; pole-
cenie to pozwala na zdefiniowanie wlasnego stylu dla srodowisk tworzo-
nych za pomocg polecenia \newtheorem. Instrukcja \newtheoremstyle ma
maksymalng iloS¢ argumentow — dziewiec¢ — i jest postaci:
wlasny_styl_def.tex
\newtheoremstyle{nazwa_stylu}{odleglosc_przed}{odleglosc_po}
{font_tresc}{wciecie}{font_naglowkal}{znak_po_naglowku}
{odleglosc_po_naglowku}{inne_ust_naglowka}

nazwa_stylu nazwa nowego stylu — argument polecenia \theoremstyle;

odleglosc_przed okresla pionowg odleglos¢ przed Srodowiskiem (puste po-
le oznacza wartoscé Opt);

odleglosc_po okresla pionowa odlegtos¢ po srodowisku (puste pole ozna-
cza wartosc Opt);

font_tresc okresla jakim fontem ma by¢ ztozony tekst wewnatrz Srodowi-
ska;

wciecie okresla odleglos¢ w jakiej znajduje si¢ tekst naglowka od lewego
marginesu;

font_naglowek okresla jakim fontem ma by¢ zloZony tekst nagiéowka;

znak_po_naglowku oKkresla cigg znakéw, ktory zostanie wstawiony po na-
gtowku;

odleglosc_po_naglowku okresla pozioma odleglos¢ miedzy tekstem naglow-
ka, a trescig srodowiska; przyktadowo znak spacji oznacza normalng
przerwe miedzy wyrazami, a \newline powoduje, Ze tres¢ sSrodowiska
bedzie sktadana od nowej linii;

Parametr inne_ust_naglowka pozwala nam wpltyna¢ na wyglad poszcze-
golnych elementow nagtowka: nazwe, numer, oraz opis. Poszczegdlne ele-
menty opisuja odpowiednio instrukcje: \thmname, \thmnumber, \thmnote.
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Sprébujmy zatem zdefiniowaé wlasny styl, w ktérym tres¢ srodowiska
bedzie rozpoczynala si¢ od nowej linii, nagléwek bedzie sktadany kapitali-
kami, a tres¢ sSrodowiska kursywa oraz po nagtéwku pojawi si¢ wielokro-
pek.

mojstyl.tex
\newtheoremstyle{mojstyl}{}{}{\itshape}{Opt}{\scshape}{...}{\newline}
{{\thmname{#1 }}{\thmnumber{#2}}{\thmnote{ (#3)}}}
\theoremstyle{mojstyl}

\newtheorem{mojetw}{MojeTwierdzenie}

mojstyl.pdf

MOJETWIERDZENIE 1...
To jest przyktad twierdzenia w nowym stylu.

Teraz co$ trudniejszego. Zdefiniujemy styl w ktérym naglowek bedzie
zlozony kapitalikami, tres¢ Srodowiska pismem maszynowym, numer Sro-
dowiska bedzie w nawiasach okragtych, zas dodatkowy opis bedzie pogru-
biony oraz umieszczony miedzy < >. Ponadto tres¢ srodowiska rozpocznie
si¢ od nowej linii, a po nagtéwku w odstepie 2cm pojawi sie napis BIEX.
mstyl.tex
\newtheoremstyle{mstyl}{Opt}{Opt}{\ttfamily}{Opt}{\scshape}
{\hspace*{2cm}\LaTeX}{\newline}

{{\thmname{#1 }}{\thmnumber{(#2)}}{\thmnote{ \bfseries<#3>}}}

\theoremstyle{mstyl}
\newtheorem{mtw}{MojeTw}

mstyl.pdf

MoJETW (7.1) <DODATKOWY OPIS> BIEX
To jest przykiad bardzo dziwnego stylu. Obrazujgcego mozliwoSéi
polecenia \newtheoremstyle

Jak wida¢ mozliwe jest tworzenie najrézniejszych styli i dostosowanie
wygladu Srodowisk do wtasnych potrzeb.

Zdefiniowane jest réwniez polecenie \swapnumbers, ktore powoduje, ze
po wywolaniu srodowiska najpierw pojawi si¢ numer a dopiero potem na-
gtowek.

number.tex

\swapnumbers
\newtheoremstyle{number}{Opt}{Opt}{\ttfamily}{Opt}{\bfseries}{ }{\newline}
{{\thmname{#1 }}{\thmnumber{#2}}{\thmnote{#3}}}

\theoremstyle{number}

\newtheorem{numberprz}{MéjPrzyktad} [chapter]

number.pdf

7.1 M6jPrzykiad
To jest przyklad stylu obrazujgcego dziatanie polecenia
\swapnumbers

% %k %k



