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[X SWIETO LICZBY 7T — 14 marca 2016 r.]

w Instytucie Matematyki US

HARMONOGRAM

9:42-10:42 Uroczyste otwarcie X Swieta Liczby T — SA III, Instytut Fizyki.
Wyklad inauguracyjny O Archimedesie, o liczbie T i nie tylko
wygtlosi dr Krzysztof Ciesielski.

08:00-15:00 Warsztaty KNM US

11:00-12:00 Krdétka historia liczb — prof. dr hab. Aleksander Btaszczyk

12:00-12:30 O stowach stow kilka — dr hab. Przemystaw Koprowski

12:30-13:00 Matematyczne rewolucje w naukach biologicznych — Sebastian Haratyk

13:00-13:30 Pitagoras nie tylko w geometrii — Marcin Fryz
10:00—-14:00 Pokazy i warsztaty Patacu Mlodziezy w Katowicach, s. 228
— mgr Dorota Kolany, mgr Justyna Brys
10:00-12:00 Final konkursu Przydoda z matematykg.
Patac Mtlodziezy — mgr Dorota Kolany, mgr Justyna Brys

12:00-14:00 Final konkursu Rozkosze f.amania Gtowy.
Palac Mtodziezy — mgr Dorota Kolany, mgr Justyna Brys

WARSZTATY KNM

208: Zagadki logiczne 1 (9:00-14:00) — Michat Kolany, Krzysztof Gométka
209: Zagadki logiczne 2 — Grzegorz Heller, Kamil Zwierzynski, Karolina Spigiel
211: Zagadki logiczne 8 — mgr Katarzyna Mis, Agnieszka Gawor, Aleksandra Krawied
216: Delfiny, nietoperze i roboty (8:00, 9:00, 11:00, 12:00) — dr Jolanta Sobera
224: Kawiarnia Szkocka (9:00-14:00) — Martyna Biskup, tukasz Rak, Kamila Broda,
Wojciech Bury, Sebastian Haratyk, Adam Dobosz, Adrian Baziuk, Hanna Cmiel
225: Kasyno (9:00-14:00) — mgr Roksana Brodnicka, Piotr Mikula, Michat Ksigzek
429: Szyfrowanie klasyczne (10:00, 12:00, 14:00) — Magdalena Wnetrzak
231: Fraktale (9:00-14:00) — Krzysztof Granek, Michat Botor
233: Tl-lionerzy (9:00-14:00) — mgr Pawet Bialas, mgr Konrad Jatowiecki,
Tomasz Kotodziej
s. 553: Tl-knik w Tl-landii — warsztaty dla nagmtodszych (10:00) — Marta Hernik,
Monika Lamprecht
s. 554: Tl-knik w T-landii — warsztaty dla najmiodszych (10:00) — Matgorzata Gajda,
Anna Ktosowska
s. 835: Przygoda w Tl-landii — warsztaty dla szkét podstawowych
(11:15, 12:15, 13:00, 14:00) — Monika Lamprecht, Marta Hernik
5. 625A: Programowanie gier w jezyku Python (11:00, 13:00) — Marcin Jenczmyk,
Andrzej Wieckowski
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[Od redakcji]

Drodzy Czytelnicy,

w Waszych rekach znajduje sie specjalne wydanie [MACIERZATORa],
przygotowane z mysla o przypadajacym 14 marca Swiecie Liczby 77. Tym
razem przygotowaliSémy artykuly mniej i bardziej trudne, dla uczniéw i dla
studentow.

Numer otwiera artykut Czy wszystkie liczby m sq réwne?, dzieki ktéoremu
dowiemy sie, skad wiemy, ze m w réznych wzorach to... to samo 7. O samej
liczbie 7 wiecej przeczytamy w kolejnym tekscie, zatytutowanym Marcowe
Swietowanie. Z kolei artykul Archimedes — uczony wart tysigca wojownikéw
przyblizy nam postaé¢ stynnego starozytnego uczonego. Wszystkie te trzy ar-
tykuly napisane zostaly z mysla nie tylko o studentach, ale po pierwsze:
o uczniach. Tym, ktorzy dopiero oswajaja si¢ z matematyka, polecamy szcze-
gblnie Marcowe Swietowanie i tekst o Archimedesie — nie ma w nich zadnych
wzorow!

Dwa ostatnie artykuty sa juz trudniejsze. W O utamkach stéw pare prze-
czytamy o rozwinieciach okresowych utamkéw. Numer zamyka tekst Wpro-
wadzenie do gier strategicznych, dzieki ktéoremu poznamy podstawy teorii
gier. Przeczytamy o grach o sumie zerowej i przeanalizujemy rozne strategie.

Tradycyjnie juz na drugiej i trzeciej stronie oktadki znalezé mozna har-
monogram tegorocznego Swieta Liczby 7T.

Ciekawej lektury
zyczy redakcja

[Czy wszystkie liczby 7 sa réwne?]

Od najmtodszych lat uczymy sie, ze dhugosé okregu o promieniu R wynosi
27 R, a pole kola ograniczonego tym okregiem — mR?. Pierwszy ze wspomnia-
nych wzoréw jest oczywisty, gdyz — zgodnie z geometryczna definicjg — liczba
7 to stosunek dtugosci okregu do jego $rednicy. Znacznie mniej jasny wydaje
sie drugi wzoér. Poniewaz dowolne koto jest podobne do kota o promieniu 1,
a stosunek pol figur podobnych to skala podobienstwa podniesiona do kwa-
dratu, nie dziwi fakt, ze pole danego kola jest wprost proporcjonalne do
kwadratu jego promienia. Skad jednak wiemy, ze wspodlczynnikiem propor-
cjonalnosci jest akurat liczba 77

Na pierwszy rzut oka liczba 7, za pomoca ktérej wyrazamy obwdd kota,
nie ma nic wspoélnego z ta liczba 7, ktéra pojawia sie we wzorze na jego pole.
Oczywiscie, probujac sie przekonaé¢ o réwnosci obu statych, mozemy obliczaé
przyblizone warto$ci obwodu i pola danego kota. Metoda ta jednak nie da
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zadnego $cistego dowodu. W dalszej cze$ci podamy catkowicie elementarne
wyprowadzenie wzoru na pole kota o zadanym promieniu R, co bedzie odpo-
wiedzia na wczesniej postawione pytanie.

Rysunek 1: Podzial kota na pierscienie

Na poczatek ustalmy sobie (w domysle duza) liczbe naturalna n; jezeli
komu$ utatwi to sledzenie dalszego rozumowania, moze mysleé, ze n = 1 000.
Podzielmy teraz nasze koto na n pierscieni jak na rysunku. Dla uproszczenia
przyjmiemy, ze ,grubos¢” kazdego pierscienia jest taka sama i wynosi R/n.
Oznaczmy przez S; pole pierécienia (wlasciwie kola) polozonego najblizej
srodka, pole kolejnego pierscienia przez Ss itd. Pole zewnetrznego pierscienia
jest zatem réwne S,,. Oczywiscie pole S calego kota wynosi S1+So+. ..+ Sy.

Gi

Rysunek 2: Pojedynczy pierécien

Oszacujemy teraz pole pojedynczego pierécienia. Niech r bedzie jego pro-
mieniem wewnetrznym, a r’ — zewnetrznym. Zauwazmy, ze pole takiego pier-
$cienia nie przekracza 271’ (' —r). Zamiast precyzyjnego dowodu wyobrazmy
sobie, ze po rozcieciu i ,rozwinieciu” pierscienia otrzymamy figure przypomi-
najacg trapez o podstawach 277 (krotszej) 1 271’ (dtuzszej) oraz o wysokosci
r’—r. Pokazuje to takze, ze pole rozpatrywanego pierscienia jest rowne co naj-
muiej 277 (r’ —r). Zgodnie z wezedniejszymi zatozeniami mamy v’ —r = R/n.
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Korzystajac z powyzszego spostrzezenia oraz idac od srodka kota, uzy-
skujemy nieréwnosci:

2
0< Sl < 2#%
n
2 2 2
27TR—2 < 5 < 2#%
n n
—1R? 2
27r(n 2)R <5, < 2#%
n n

Po dodaniu stronami wszystkich powyzszych nieré6wnosci i uwzglednieniu, ze
S =514+ 852 +...+ 95, otrzymujemy:

1424...+(n—1)
Y

2
n? -~ n?2

Widzimy, ze poszliémy w dobrym kierunku; co prawda na razie sa to tylko
nieréwnosci, ale jakies zwiazki pola kota z liczbg 7 juz sie pojawity. Aby
powyzsze oszacowania staly sie bardziej sympatyczne, musimy obliczyé¢ sumy
1424...4(n—1) oraz 1+2+...4n. Oczywiscie mozna to zrobi¢, stosujac
wzor na sume danej liczby poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego,
jednak zrobimy to prociej’. Zauwazmy, ze

1424+...+(n—-1)=mn-1)+...+2+1.
Zatem, grupujac odpowiednio sktadniki, otrzymujemy

214+24+...4(n—-1))=1+2+...+(n—-1+(n—-1)+...+24+1=
=(1+m-1))+(24+n-2))+...+((n—=1)+1) =n(n—1).
N————’

=n =n =n

Stad mamy 1 +2+4 ... 4+ (n — 1) = n(n — 1)/2. Analogicznie otrzymujemy
1+2+...+n=n(n+1)/2 (proste ¢wiczenie dla Czytelnika). Wracajac do
uktadu nieréwnosci (1), uzyskujemy oszacowania

nn—1) o nn+1)
——R* < S < 2p——=
2n? =2 AT

ﬁ(l—%)RQ <S 7r(1+%)R2. 2)

2w R?

IN

Jestesmy juz blisko konca. Poniewaz liczba naturalna n byta jakakolwiek,
uktad nieréwnosci (2) spelniony jest dla wszystkich liczb naturalnych. Po-
myslmy, ze liczba n jest duza; wowczas liczba 1/n jest mata. Im wieksze n

1Zastosowana metoda sumowania czasami nazywana jest metoda ,tam i z powrotem”.
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wezmiemy, tym 1/n stanie sie blizsze zeru. Biorac zatem odpowiednio duza
liczbe naturalng n, mozemy uczynié¢ 1/n dowolnie bliskim zeru. Idac tym tro-
pem, widzimy, ze wyrazenie wystepujace po prawej stronie nieréwnosci (2)
moze byé dowolnie bliskie 7R2. Skoro tak, to S musi by¢ mniejsze od kazdej
liczby wiekszej od mR?, a zatem S < mR%. Rozwazajac lewa strone nieréwno-
§ci (2) oraz rozumujac analogicznie, stwierdzamy, ze 7R? < S. Stad jedyna
mozliwoéé S = mR?.

Czytelnikowi zaznajomionemu z podstawami analizy matematycznej po-
wiedzieliby$my, ze w nieréwnosci (2) przeszlismy do granicy przy n — oo.
Skoro juz wspomnieliSmy o analizie matematycznej, to wypada powiedzie¢
kilka sléw na temat przeprowadzonych rachunkéw. Otdéz rozumowanie ta-
kie nazywamy catkowaniem. Polega ono na podziale danej wielkosci (pola,
pola powierzchni, objetosci, drogi, momentu bezwtadnosci itd.), trudnej do
policzenia bezposrednio, na malte kawalki, dla ktérych potrafimy to zrobié,
a nastepnie na zsumowaniu tych malych kawatkoéw. Dla Czytelnika znajacego
rachunek catkowy policzenie zadanego pola byloby natychmiastowe:

R R
S = / 2nrdr = 72| = rR2.
0 0

Celem tego artykulu nie byto jednak wyjasnienie powyzszego zapisu, a je-
dynie zwrdcenie uwagi na to, ze fakt pojawiania sie w roznych miejscach
w matematyce tej samej (jakze tajemniczej!) liczby m wcale nie jest taki
trywialny. Nie wnikajac w to, dlaczego liczba 7 wystepujaca w analizie ma-
tematycznej jest ta sama, ktéra pojawia sie w geometrii, warto jeszcze zwrod-
ci¢ uwage chociazby na przestrzen tréjwymiarows. Znowu wydaje sie nie do
konica jasne, skad wziat sie wzor 47 R? na pole powierzchni kuli o promieniu R
oraz, o wiele bardziej zagadkowy, wzor %ﬂ'RB na objetosé wspomnianej kuli.
Do wynikéw tych prowadza rozumowania podobne do tego, ktore zostalo
przeprowadzone wczesniej, jednak — sila rzeczy — nieco trudniejsze.

Szymon Draga

[Marcowe swietowanie]

Grecy przez cale wieki zajmowali sie matematyka, a ustalenie wartosci
liczby 7 traktowali jako istotne i powazne zadanie. Historia pokazuje nam,
ze naleza sie im podziekowania, gdyz wspolczesna matematyka bez liczby 7
po prostu nie istnieje.

[Starozytne poszukiwanial

Liczba 7 jest stala matematyczng, ktora wyraza stosunek dlugosci ob-
wodu kota do jego Srednicy. Najstarsze proby oszacowania tej liczby po-
chodza juz z Babilonu, gdzie na tabliczce z lat 1900-1700 p.n.e. pojawia
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sie przyblizona wartos¢ m, wynoszaca 3,125. Na poOzniejszym papirusie, bo
z okoto 1600 r. p.n.e., zwanym papirusem Rhinda, mozemy znalezé przybli-
zenie 228 ~ 3,16.

Na bardzo ciekawy fakt zwrocili rowniez uwage badacze piramidy Che-
opsa. Zauwazyli oni, ze iloraz sumy dwoéch bokéw podstawy piramidy i jej
wysokosci wynosi 3,1416, co daje zaskakujaco doktadne przyblizenie liczby .
Trudno jednak stwierdzié¢, czy byt to tylko przypadek, czy tez konsekwencja

przemyslanych obliczen dawnych uczonych.

[Blyskotliwa metoda aproksymacji]

Aproksymacja to metoda, dzieki ktérej na podstawie rozwigzan juz zna-
nych mozna okreslié przyblizone wyniki, bliskie doktadnym rozwigzaniom.
Gdy nie znamy obwodu kota, przez obliczenie obwodu wielokata foremnego
wpisanego w okrag i opisanego na nim mozemy ten obwoéd w przyblizeniu
ustalié. Jest on wiekszy od obwodu wielokata wpisanego i mniejszy od ob-
wodu wielokata opisanego na tym okregu. Dokladnosé takiego oszacowania
liczby 7 zalezy od tego, z ilu bokéw sktada sie wielokat wpisany i opisany
na okregu. Krotko mowiac, im wiecej bokow ma wielokat, tym dokltadniejsze
jest przyblizenie.

Jako pierwszy ta metoda postugiwal sie¢ Archimedes. W swoich oblicze-
niach wykorzystal wielokat o 96 bokach i dzieki temu uzyskat przyblizenie
do dwoch miejsc po przecinku, czyli 3,14. Dokladniejszy wynik w III wieku
n.e. otrzymat chinski matematyk Liu Hui, ktéry swoje obliczenia rozpoczal
od wielokata o 192 bokach, a skoiniczyl na wielokacie o 3072 bokach, dzieki
czemu uzyskal wartosé¢ 3,1416. Do czaséw nowozytnych najdokladniejszym
przyblizeniem bylo 3,141592, ktore w V wieku n.e. otrzymalt Zu Chongzhi.
Warto dodaé, ze metode zapoczatkowana przez Archimedesa stosowal row-
niez Ludolf van Ceulen (1540-1610). Do jego osiagnie¢ nalezy ustalenie liczby
do 35 miejsca po przecinku. Ze wzgledu jego wyczyn liczba m nazywana jest
roéwniez ludolfing.

[Czasy nowozytne]|

Lata badan nad wlasno$ciami i wyznaczaniem liczby 7 przyniosty ogromne
efekty. W 1761 r. Johann Heinrich Lambert wykazal, ze 7 jest liczba niewy-
mierna. Natomiast w 1882 roku niemiecki matematyk Ferdinand Lindemann
dowiodl, ze liczba 7 jest liczba przestepna, czyli nie jest pierwiastkiem wie-
lomianu o wymiernych wspotczynnikach.

W tym samym czasie podejmowane byly proby wyznaczenia jak najdiuz-
szego rozwiniecia dziesietnego liczby w. W 1789 roku Jurij Vega obliczyt 140
miejsc po przecinku, przy czym 126 bylo prawidtowe, w 1841 roku William
Rutherford wyznaczyt 208 miejsc po przecinku, z czego 152 bylo poprawne,
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a w 1874 roku William Shanks podal 527 miejsc po przecinku. W péZniej-
szych latach wartosé liczby 7 byla juz okreslana przy pomocy komputerdw.
Drzisiaj znane jest ponad 10 bilionéw cyfr po przecinku.

Co ciekawe, symbol 7 zostal wprowadzony pierwszy raz dopiero
w 1706 roku przez Williama Jonesa w ksiazce Synopsis Palmariorum Ma-
thesos, a pochodzi on od pierwszej litery greckiego stowa perimetron, ktore
oznacza obwod.

[Ku pamieci]

Na czesé liczby 7 na calym $wiecie 14 marca (3 — miesiac, 14 — dzier1) ob-
chodzony jest jej dzieni. Do tradycji tego Swieta naleza konkursy, wystapienia
i spotkania w gronie akademickim. Waznym wydarzeniem jest réwniez bicie
rekordu Guinessa w recytacji najwiekszej ilosci cyfr po przecinku. Ostatni
z rekordow nalezy do Akiry Haraguchiego, ktéry podat z pamieci 100 tysiecy
miejsc po przecinku, co zajelo mu 16 godzin.

Dla tych, ktorzy chcieliby nauczyé¢ sie wielu cyfr rozwiniecia liczby ,
istnieje pewien niebanalny sposob. Tworzone sg wierszyki, w ktorych dtugosé
kazdego kolejnego stowa jest rowna kolejnej cyfrze w rozwinieciu dziesietnym
liczby 7. Na przyktad:

Kto w mozg i gtowe nattoczyé by chcial cyfer moc,
Azeby liczenie ludolfiny trudnej spamieta¢ mdc,
To nam zastgpi¢ musi stowka te litery suma,
Tak one trwalej sie do pamieci wszystkie wsung.

Inny przyktad to okoliczno$ciowy wierszyk, ktory powstal z okazji Mistrzostw
Swiata w Pilce Noznej w Argentynie w 1978 roku:

Juz i Lato i Deyna strzelili do bramki obcej dwa karne. Lubaniski dostrzegt
mistrza Szarmacha, gdy on tak wypuscit cios szacha, Ze zdobyé musi cel gry
krzykngt Gol na Mundial Argentyna.

Kamila Broda

[Archimedes — uczony wart tysiaca wojownikow]

Zapewne wszyscy z Was kojarza imie greckiego matematyka z Syrakuz
(287212 r. p.n.e.) — ze wzgledu na jedna z najbardziej znanych anegdot o sta-
rozytnych uczonych. Poproszony jakoby przez krola Syrakuz Hierona II o zba-
danie, czy korona wtadcy zostala wykonana caltkowicie ze zlota, wymysli¢
mial rozwigzanie podczas kapieli, gdy wydato mu sie, iz ciezar jego ciala w wo-
dzie maleje. Wpadl wtedy ponoé na pomyst, jak sprawdzi¢ uczciwosé ztot-
nika: przez zanurzenie czystego kruszcu oraz korony w wodzie i poréwnanie
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ilosci wypartej wody. Anegdote ubarwia obraz wybiegajacego nago na ulice,
wykrzykujacego stynne ,Heureka” uczonego. Oczywiscie, to jedynie legenda,
ale sformutowanie podstaw prawa wyporu to niewatpliwie jedno z wielu zna-
mienitych osiagnie¢ Archimedesa. Poza wynalazkami praktycznymi (jak np.
pompa slimakowa do spietrzania wody) zajmowal sie on wieloma zagadnie-
niami teoretycznymi, znacznie poszerzajac wiedze matematyczng. W orbicie
jego zainteresowan znalazly sie — a jakze! — rowniez zagadnienia zwigzane
z liczba 7. Mimo postugiwania si¢ nieporecznym systemem niedziesigtnym
udalo mu sie, dzieki obliczeniom, zawezi¢ wartosé¢ liczby 7w do przedziatu
389 <1 < 3% (ulamek 22).

Ztotymi gloskami w historii wojskowosci zapisal sie Archimedes podczas
drugiej wojny punickiej. Kiedy wnuk i nastepca Hierona II, Hieronim, zerwal
z dotychczasowsa polityka rownowagi Syrakuz miedzy Kartaging i Rzymem,
opowiadajac sie¢ po stronie Kartaginy, na reakcje Rzymian nie trzeba bylo
dtugo czekaé. Wedlug wszystkich relacji — Liwiusza, Plutarcha i Polibiusza
— potezna armia rzymska, dowodzona przez Marcellusa, liczyta na szybkie
zdobycie Syrakuz. Jednak, jak powiada Liwiusz, Marcellus wzial pod uwage
wszystko za wyjatkiem jednego czlowieka — Archimedesa. Grecki uczony swa
stawe w Rzymie w pdzniejszych latach zawdzieczal nie osiagnieciom nauko-
wym, lecz przede wszystkim technicznym: jako konstruktor machin wojen-
nych. Rozmieszczal on na murach przeréznej wielkosci miotacze pociskow,
ktore druzgotaly atakujacych. Napastnikoéw przerazaly najbardziej skonstru-
owane przez niego urzadzenia, stuzace do podnoszenia okretéw nadplywaja-
cych Rzymian. Jak pisze Plutarch w Zywotach stawnych mezéw, Marcellus
uznaé mial wyzszo$é przeciwnika, krzyczac: ,Moze przerwiemy te wojne z tym
Briareusem matematyki’, a sam Plutarch dodal komentarz do$é¢ trafnie za-
pewne opisujacy morale atakujacych: ,Bylo tak, jakby Rzymianom przyszio
walczy¢ z bogami”. Majacy znaczaca przewage liczebng Rzymianie zrezygno-
waé musieli z natarcia i ograniczyli sie do wielomiesiecznej blokady Syrakuz.
Ostatecznie o losach oblezenia przesadzila dopiero dziesiagtkujaca obroncow
zaraza oraz zdrada, jakiej dopuscil sie jeden z kaplanéw, ktéry cheac rato-
wacé wlasng skore, wpuscil oblegajacych do miasta. Wéréd ofiar niestety zna-
lazt sie Archimedes. Plutarch podaje wiele wersji jego Smierci; w wiekszosci
z nich uczony zginal zabity przez rzymskiego zolnierza podczas rozwiazywa-
nia zadania matematycznego. Natomiast nie ulega watpliwosci, iz Marcellus
wielce bolal nad $miercia swego wielkiego rywala, gdyz niezmiernie cenil grec-
kiego uczonego. Archimedes pochowany zostal, zgodnie z wlasnym zyczeniem,
w grobowcu w ksztalcie kuli wpisanej w walec.

Jak widzimy, uczeni potrafili wplywaé réwniez na... historie wojen. Na
przestrzeni wiekow, od starozytnosci i Archimedesa po wspolczesnosé i spek-
takularne ztamanie kodu Enigmy.

Jan Zwierzyriski
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[O utamkach stéw pare]

Dtugosé okresu rozwiniecia utamka

W dzisiejszym artykule pod lupe wezmiemy rozwiniecia okresowe utam-
kéw i sprobujemy znalezé sposob, by wyznaczyé dhugosé tychze.

W zapisie dziesigtnym utamki liczb naturalnych postaci * maja rozwi-
niecie nieskoriczone okresowe, o ile tylko mianownik po sprowadzeniu utamka
do najprostszej postaci nie jest postaci 2P - 59. Dla przykladu % = 0.285714
ma okres o dtugosci szesciu cyfr?, natomiast utamek = = 0.1545 ma tylko

110
dwie cyfry w okresie.

Uwaga. Utamki typu 0.9 zawsze bedziemy utozsamia¢ z 1, np. liczba
0.49 = 0.5 nie bedzie traktowana jako utamek okresowy.

Okazuje sie, ze mozna jawnie wyrazi¢ dlugo$é okresu utamka. Przed tym
wprowadzimy pare oznaczen®, ktérymi bedziemy operowac.

Oznaczenie. Reszte z dzielenia liczby m przez liczbe n oznaczaé¢ bedziemy
jako (m)s,.

Przykladowo (41)g = 5, poniewaz 41 =9 -4 + 5.

Oznaczenie. Zbioér liczb naturalnych wzglednie pierwszych z k mniejszych
od k oznaczaé¢ bedziemy symbolem Zj.

Dla przyktadu Zj, sklada sie z liczb 1, 5, 7 oraz 11 — dla pozostatych
najwyzszy wspolny dzielnik z 12 jest wiekszy od 1.

By moc opisa¢ dlugosé okresu utamka potrzebujemy pojecia rzedu ele-
mentu. Dla liczby n wzglednie pierwszej z k mozemy okresli¢ jej rzad w grupie
multyplikatywnej Z: jest to nagmniejsza liczba naturalna l, dla ktorej nl=1
(mod k). Przyjmijmy oznaczenie ri(n) = [.

Dla wprawy obliczmy rzad 3 w grupie Z7,: zachodzi 32 = 9 # 1 (mod 10),
33 =7# 1 (mod 10), ale 3* = 1 (mod 10). Zatem r1¢(3) = 4. Oczywiscie,
mozemy sprawdzi¢ rzad r3(10), wowczas 10 utozsamiamy z (10)3 = 1. A wiec
T3(10) =1

Jestedmy gotowi, by przystapi¢ do przedstawienia naszego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech 7 bedzie utamkiem sprowadzonym do najprostszej
postaci, dodatkowo niech n = k - 2P - 59 dla pewnych p,q € No. Wowczas
dtugosc okresu jest rowny rzedowi liczby 10 w grupie multyplikatywnej 7, tj.
Tk(l()).

2Zapis 0.285714 oznacza 0.28571428571428 .. ..
30d Czytelnika wymagaé bedziemy jedynie znajomosci podstaw kongruencji.
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Istotnie, w naszym pierwszym przykladzie r(10) = r(3) = 6, poniewaz
30 = 1 (mod7) oraz 3 # 1 (mod7) dla 0 < [ < 6, natomiast,
r(11) = r(=1) = 2 — z racji faktu, iz (—1)% = 1.

By dowiesé podane wyzej twierdzenie, wystarczy przyjrzeé sie zwyklemu
dzieleniu pisemnemu. Sprébujmy uprzednio zobaczy¢ na przykltadzie %7 co sie
dzieje podczas dzielenia pod kreska, by moéc wyabstrahowaé caty ten proces
i podaé ogdlny algorytm dzielenia — co wiecej nie tylko dla systemu dziesiet-
nego.

0.285714
2|7
=0
20 reszta 2 z dzielenia
—14
60 reszta 6 z dzielenia
—56
40 reszta 4 z dzielenia
=35
50 reszta 5 z dzielenia
=49
10  reszta 1 z dzielenia
-7
30 reszta 3 z dzielenia
-2

2 reszta 2 z dzielenia — powtarza sie.

Liczac dalej, mozna sie przekonaé, ze faktycznie dalsze cyfry zaczynaja
sie powtarzac.

Sprobujmy zobaczyé¢, jak bedzie wygladaé dzielenie pisemne w ogdlnym
przypadku — positkowaé¢ bedziemy sie schematem powyzej, tyle ze zamiast
konkretnych cyfr uzywaé¢ bedziemy symboli. Cyfry bedziemy oznaczaé cia-
giem (z;), natomiast ciag (y;) stanowi¢ bedzie ciag kolejnych reszt wystepu-
jacych podczas dzielenia. Poniewaz interesuje nas czes¢ po przecinku, pierw-
sza ,cyfra” bedzie po prostu czescia ultamkowsa: g = L%J, a pierwsza reszta
bedzie tym, co pozostato: yg = (m),. W naszym przypadku z przykladu
zo=0,ayy=2.

Pierwsza cyfre po przecinku mozemy latwo wyznaczy¢: dopisujac jedno
zero do reszty (w ogdlnym przypadku znaczy to przemnozenie przez b) i dzie-

lac przez n:
= |—].
n

Dla utamka % pierwsza cyfra po przecinku wynosita L2—70J = 2. By znalezé
kolejna cyfre, w kolejnym kroku nalezy obliczy¢ nastepujaca réznice:

Y1 = Yob — T1n.
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Odpowiada to odejmowaniu 6 = 20 — 14. Procedure postepowania powta-
rzamy:

_ byi—1 N
T = |——|, Yi=yi1b—xin.
n

I tak wlasnie wyglada algorytm dzielenia. Jak to ma si¢ do podanego
twierdzenia? Przede wszystkim wystarczy zauwazy¢, ze y; = (yg bi)n. A to
juz prowadzi praktycznie bezposrednio do naszego twierdzenia. W przypadku
gdy NWD(b,n) = 1, jesteSmy w domu: dla ktoregos i reszta sie powtorzy:
Yo = yo b' (mod n) (musi, chociazby z zasady szufladkowej Dirichleta — zbior
reszt jest skoniczony) — a najmniejsze i rézne od zera, dla ktorego ta kongru-
encja zachodzi — stanowi wlasnie rzad b w grupie Z;. Warto nadmieni¢, ze dla
przyktadu % reszty w rozwinieciu dziesietnym byty jednocyfrowe. W ogdlnym
przypadku reszty nalezy traktowaé jakby mialty n cyfr (oczywiscie w systemie
o podstawie b).

By ustali¢ sytuacje, gdy NWD(b,n) > 1, potrzebne jest ,techniczne” obej-
$cie problemu: nalezy wyodrebnié z mianownika n dzielniki b, a wiec dokonaé
rozktadu ponizszej postaci:

n:k-pllpgz-...-p?j,

gdzie p'pg?-.. .- p?j jest rozktadem liczby b na czynniki pierwsze. Ponie-
waz potegi dzielnikow pierwszych liczby b nie wplywaja na dlugosé okresu?,
a k jest wzglednie pierwsze z b, mozna przejs¢ z badania grupy multyplika-
tywnej Z;, do grupy Z;, i zastosowa¢ uprzednio wyprowadzony wniosek.

Tym samym udowodnilidémy szersze twierdzenie, nie tylko dla rozwinieé¢
dziesietnych:

Twierdzenie 2. Niech 7' bedzie utamkiem sprowadzonym do najprostszej

2 .

postaci, dodatkowo niech n = k ~pf1p2 -pfj. Wowczas diugosé okresu

w rozwinieciu o podstawie b = pIipg? - ... ~p?j wynosi 1 (b).

Dzigki tej wiadomosci wiemy juz, ze dlugosci rozwinie¢ utamkow nie sa
blizej nieokreslonymi koincydencjami. Co mozemy wysnué¢ na podstawie tego
twierdzenia? Przyktadowo:

Whniosek 1. Dtugosé okresu utamka % nie przekracza n — 1.
Zacznijmy od faktu, ze zbiér liczb mniejszych od n i wzglednie pierwszych

z n, a wiec dokladnie Z}, ma zawsze co najwyzej n — 1 elementéw — a przy-
padek ,graniczny” zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

4Ta czesé techniczna zostanie pominieta.
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Jest tez jasne, ze rzad elementu nie moze by¢ wiekszy niz n— 1°, a to juz jest
rownowazne z przedstawiona teza.

Zaleznosci wiazacych posta¢ utamka z dlugoscia jego okresu w rozwinie-
ciu dziesietnym jest wiecej. Na zakonczenie chetnych wykorzystania nowo
poznanej wiedzy zachecam do rozwiazania ponizszych zadan:

Zadanie 1. Wyznacz dhugosé okresowego rozwiniecia dziesietnego utamkow
o mianownikach postaci 10" — 1, 11" oraz 3".

Zadanie 2. Wykaz, ze utamek 7, gdzie NWD(m, n) = 1, ma okres tej samej
dhugosci co +.

Zadanie 3. Sprawdz, ze jedynie utamki postaci %', gdzie NWD(m, 3) = 1,
maja okres o dlugosci 2 w systemie dwojkowym. Dlaczego nie istnieja w tym

systemie liczby o okresie dlugosci 17

Zadanie 4. Udowodnij, ze jezeli utamek ma okres dlugosci 2 w rozwinieciu
dziesietnym, to ma mianownik postaci 2¥ - 3! - 5™ gdzie | wynosi 1 albo 2.

Zadanie 5. Udowodnij, ze mianowniki utamkoéw o okresie dtugosci 11 dziela
21649 lub 513239 (w systemie dziesigtnym).

Mateusz Szymanski

[Wprowadzenie do gier strategicznych]

Teoria gier jest dziedzing matematyki badajaca modele sytuacji, w kto-
rych podmiot, czyli gracz, podejmuje decyzje. Swoja geneze zawdziecza ona
badaniom nad grami hazardowymi. Obecnie jednak znajduje zastosowanie
w dziedzinach takich jak ekonomia, filozofia, biologia, antropologia, socjolo-
gia, psychologia i w wielu innych galeziach nauki, m.in. w tych, w ktérych
mozna rozpatrywaé¢ konflikt. W tym artykule skupimy sie wta$nie na takich
grach. Gracza, w zalezno$ci od dziedziny problemu, mozna utozsamiaé z czto-
wiekiem, przedsiebiorstwem, natura, genami itd. Gracz przez udzial w grze
moze zyskaé¢ badz stracié. Gracz moze bra¢ udzial w konflikcie dotyczacym
zysku materialnego, zwyciestwa genéw, sposobu prowadzenia przedsiebior-
stwa, strategii wojskowej, a nawet wolnej woli. Pojecia uzywane w teorii gier
sg, wiec abstrakcyjne.

5Bez znajomosci teorii grup badz tez silniejszej wersji malego twierdzenia Fermata —
twierdzenia Eulera — mozemy udowodnié¢ ten fakt formalnie. Zal6zmy nie wprost, ze dla
liczny naturalnej n istnieje element k € Z7 o wlasnosci r (k) > n, a wiec k! Z 1 (mod n)
dla wszystkich 1 < [ < n. Poniewaz mozliwych reszt modulo n jest co najwyzej n — 1,
z zasady szufladkowej Dirichleta istnieja dwie takie rozne liczby l1 oraz lz, ze zachodzi
klt = k2 (mod n), przyjmijmy bez straty ogélnosci Iz > I1. Stad k2 — k1 = 0 (mod n),
a co za tym idzie - k!t (k2711 — 1) =0 (mod n). Oczywiscie k!t # 0 (mod n), wiec whrew
zatozeniu znalezlismy liczbe mniejsza od n realizujaca k'2~!1 = 1 (mod n). Sprzecznosé.
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Glownym nurtem badan teorii gier sa gry, w ktorych zaktada sie, iz gracze
zachowuja sie racjonalnie. W tym artykule uczynimy zatozenie o racjonalnosci
graczy. Oznacza to, ze zakltadamy, iz uczestnicy gry chca zdoby¢ jak najwiek-
szg mozliwa wygrang. Skupimy sie tutaj rowniez na grach o sumie zerowej.
Sa to gry, w ktorych interes obu graczy jest przeciwstawny, tzn. jesli jeden
z nich przy jakim$ rozwiazaniu zyskuje a, to drugi traci —a. Zobrazujmy to
przykladem:

Gracz 2
A2 B2 C2 D2
S LA (2-12) [ (L) [ (1) [ (0:0)
% [ By | (15:15) | (1) | (7:-7) | (-20:20)
O Ci | (3:3) | (2-2) | (4-4) | (3:3)
Dy | (-16;16) | (0;0) | (0;0) | (16;-16)

W powyzszej grze, zobrazowanej macierza, czyli tablica z wartosciami, mamy
dwoch graczy, Gracza 1 1 Gracza 2. Mozliwe rozwiazania gry znajduja sie
w iloczynie kartezjanskim, czyli zbiorze par uporzadkowanych, zbioréw stra-
tegii (czyli konkretnych planéw dziatania). Gracza 1 {41, B1,C1, D1} i Gra-
cza 2 {As, By, Cy, Do }. Wszystkie punkty typu (a, —a), bedace wartosciami
w macierzy, gdzie a jest mozliwym zyskiem badz strata (w uproszczeniu wy-
plata) Gracza 1, natomiast —a wyplata Gracza 2, nazywaé bedziemy parami
uporzadkowanymi. Liczbe a nazywaé bedziemy pierwsza wspolrzedna, z kolei
—a druga wspoélrzedna.

Wartoéci wypisane z macierzy odpowiadaja poszczegbdlnym strategiom
graczy. Jesli przyktadowo Gracz 1 wybierze strategie Bi, to moze wygraé
—15,1,7,—20. Wartos¢ jego wygranej zaleze¢ bedzie jednak od wyboru stra-
tegii przez Gracza 2. Przykladowo, jesli Gracz 2 wybierze strategie As, to
rozwiazanie tej gry bedzie w punkcie (Bq, As) o wartosci (—15,15). Ozna-
czaé to bedzie, iz Gracz 1 straci —15, a Gracz 2 zyska 15.

W celu lepszego zrozumienia wprowadzonych we wstepie pojeé rozwazmy
hipotetyczny przebieg gry. Zastanéwmy sie, czy istnieje strategia, ktora Gra-
czowi 2 zagwarantuje najwieksza wygrana, czyli 20, ktéra moze uzyskaé sto-
sujac strategie Do. Gracz 2 moze zyskaé taka wyplate tylko i wylacznie wtedy,
gdy Gracz 1 wybierze strategie By. Czy Gracz 1 ma powody do wyboru tej
strategii? PrzesledZzmy co moze myslec¢.

Jesli zagram strategie By, to mdj rywal, grajgc odpowiednio strategie As,
doprowadzi mnie do straty —15, grajgc Ba, sprawi, ze wygram tylko 1, jesli
zagra Cy, to wygram 7, to juz cos, ale jok zagra strategiq D, to
przegram —20. Zbyt duze ryzyko. Chyba wole zagraé strategiq Cy, gdyz
niezaleznie od wyboru strategii przez Gracza 2 zawsze cos wygram.
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Gracz 1 uczynit stuszne spostrzezenie. Zauwazyl, ze ma strategie C, ktora
zawsze daje mu wygrana. Jesli Gracz 2 zagralby strategia Do, w nadziei na
najwyzsza wygrana, a Gracz 1 zagratby C1, to chciwy Gracz 2 przegratby —3.
Jak widaé trudno na pierwszy rzut oka wskazaé¢ optymalng strategie dla Gra-
cza 2. W celu dalszej analizy wykorzystamy pewna prawidtowosé, ktora za-
uwazyliémy. Gracz 1 ma strategie C1, stosujac ktora nie moze przegraé. Dla
Gracza 2 natomiast nie istnieje strategia, w ktorej wygrywa za kazdym razem.
Jesli Gracz 2 jest sprytny i to zauwazy, to jako racjonalny gracz powinien po-
godzié¢ sie z przegrana i zminimalizowaé strate. W tym wypadku bedzie to
wybor strategii B;. Wybierajac te strategie, przy strategii rywala Cy przegra
tylko —2. Zobaczmy, czy profesjonalne narzedzia teorii gier dadza nam ten
sam rezultat.

Przez dominacje jednej strategii nad druga rozumiemy taka sytuacje,
w ktérej zdominowanej strategii nie oplaca si¢ stosowaé, poniewaz istnieje
strategia dominujaca, ktéra w kazdym przypadku daje lepsza wygrana. Z ko-
lei przez staba dominacje jednej strategii nad druga rozumiemy taka sytuacje,
w ktorej uzycie dominujacej strategii daje co najmniej rowna (czyli wieksza
badz taka sama) wygrang niz uzycie strategii zdominowanej. Racjonalni gra-
cze nie stosuja strategii zdominowanych (stabo zdominowanych), gdyz moga
zyskaé co najmniej tyle samo, stosujac strategie dominujaca. Oznacza to, iz
macierz gry mozna uproscié¢, wykreslajac strategie zdominowane.

Patrzac na nasza gre z perspektywy Gracza 1, nalezy wiec wykluczyé
ten wiersz, ktorego pierwsza wspoélrzedna, w kazdej kolumnie, jest mniej-
sza badz réwna od innych pierwszych wspolrzednych w innych wierszach.
Z perspektywy Gracza 2 nalezy wykluczyé kolumne, w ktorej kazda druga
wspoélrzedna, w kazdym wierszu, jest mniejsza badz réwna od innych, drugich
wspolrzednych w kolumnach. Dla Gracza 1 nie ma takiej sytuacji. Natomiast
dla Gracza 2 strategia Bs wyraznie slabo dominuje strategie Cs. Istotnie,
1>-1;, —-1>-7, =-2>—-4; 02>0.

Zredukowana macierz gry wyglada nastepujaco:

A2 BQ D2
A | (12:-12) | (-1;1) | (00)
By | (-15;15) | (1+1) | (-20;20)
Ci | (33) | (272) | (3:-3)
Dy | (-16;16) | (0;0) | (16:-16)

Gracz 1

Dla gier o sumie zerowej mozna zdefiniowa¢ pojecie punktu siodtowego.
Jest to taka warto$¢ macierzy (a, —a), ktora gwarantuje bezpieczng wygrana
dla obu graczy. Gwarantuje bowiem uzyskanie co najmniej wyniku a dla Gra-
cza 11 co najmniej wyniku —a dla Gracza 2. Uznaje sie, iz racjonalni gracze
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powinni wybieraé strategie zawierajace punkt siodtowy, gdyz gwarantujg so-
bie w ten sposob uzyskanie wyplaty maksymalizujacej ich zysk (odpowiednio
minimalizujacej straty) bez wzgledu na wyboér strategii przez przeciwnika.
Punkt siodtowy, o ile istnieje, jest jednoznaczny co do wartosci.

Zgodnie z intuicja, aby wyznaczy¢ punkty siodtowe gry nalezy zastanowié¢
sie nad minimalizacja straty. W tym celu wybiera sie minimalne mozliwe wy-
platy w poszczegolnych strategiach odpowiednio dla Gracza 1 i Gracza 2. Na-
stepnie probuje si¢ zmaksymalizowaé zysk przez wybdr maksymalnej wartosci
wsréd wybranych par uporzadkowanych, zawierajacych minimalne wygrane
dla poszczegblnych graczy. Taka pare uporzadkowana nazywa sie maksymi-
nem, czyli maksimum z minimum. Jeéli maksymin dla obu graczy jest taki
sam, to jest on punktem siodlowym gry. Wyznaczmy teraz punkt siodlowy
dla ponizszej gry.

Gracz 2
A, B D, punkt z min
: Gracza 1
S [ 4, (12-12) | (1) | (00) | (-LD)
O | B (-15;15) | (1;-1) | (-20520) | (-20;20)
Cy 33 | (32 | (r3) | (252)
D, (-16:16) | (0;0) | (16-16) | (-16;16)
punkt z min | (12;-12) | (25-2) | (16;-16)
Gracza 2

Wytluszczonym drukiem zostaly zaznaczone maksyminy. Maja one taka
samg wartos¢ dla poszczegélnych graczy, wiec sg punktem siodtowym. Co
ciekawe, punkt siodtowy pasuje do naszej wczesniejszej analizy — jest to para
strategii (Cy, Ba).

Nazwa tego punktu bierze sie od jego interpretacji geometrycznej. Pary
uporzadkowane w grach o sumie zerowej maja przeciwstawne wartosci na
poszczegdlnych wspolrzednych (a, —a). Maksymin Gracza 2 mozna wiec wy-
znaczy¢ jako minmax Gracza 1 w kolumnach. Wartosci z macierzy wyptat
leza na wykresie typu:

2, | PUNKT SIODEOWY

WIERSZE
KOLUMNY
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Punkt siodtowy bedzie natomiast punktem, wokét ktorego rozmieszczone
beda inne wartosci. Mnogo$¢ punktéw siodtowych nie zmienia interpretacji
geometrycznej, gdyz na powyzszym wykresie leza punkty z macierzy wyptat,
a tak jak wspomnialam wczesniej punkt siodlowy jest jednoznaczny do co
wartosci. Gry z punktem siodtowym nazywamy grami ze strategia czysta.

Nie kazda gra jednak musi mieé¢ punkt siodtowy.

Gracz 2
— Ay B> punkt z min Gracza 2
g Al ('272) (3"3) ('272)
2 B, 0.0) | (L) (LD)
punkt z min Gracza 1 | (0,0) | (3,-3) (-1,1)

Wyttuszczonym drukiem zostaly zaznaczone maksyminy. Poniewaz nie
sa rowne, gra nie ma punktéw siodlowych. Na pierwszy rzut oka trudno
cokolwiek powiedzie¢ o tej grze. Gracz 1, grajac strategia A, moze przegrac
—2, ale i wygraé¢ 3. Stosujac z kolei strategie B, moze nic nie wygraé lub
straci¢ —1. Gracz 1 ma wiec dylemat pomiedzy stosunkowo duza wygrana
i duza stratg, a pomiedzy brakiem wygranej, a porazka.

Dla gier, ktore nie maja punktéw siodtowych nie da sie wyznaczy¢ bez-
piecznej, jednorazowej strategii. Zabawa zaczyna sie, gdy gracze graja w jedna
gre kilka razy. Mozna wtedy zastosowaé strategie wyréwnujaca, mieszana.
Odpowiednia strategia mieszana pozwala graczom zminimalizowaé straty,
bez wzgledu na zastosowane strategie przez przeciwnika. Strategie wyroéwnu-
jaca oblicza sie na podstawie prawdopodobienstwa, z jakim gracze powinni
stosowa¢ dang strategie, aby zapewnié¢ sobie optymalna wygrana. Warto
wspomnieé, ze wybieranie strategii z odpowiednim prawdopodobienstwem
powinno by¢ losowe, istnieje bowiem ryzyko, iz przeciwnik wychwyci nasza
taktyke i wykorzysta ja przeciwko nam.

Wr6émy jednak do meritum. Aby obliczy¢ strategiec wyrownujaca dla Gra-
cza 1, nalezy wyliczy¢ jego $rednia wyptate, jaka moze uzyskaé, niezaleznie
od tego, jaka jego rywal zastosuje strategic. W matematyce $rednia war-
tos$é nazywa sie wartoscia oczekiwang badz nadzieja matematyczna. W celu
jej obliczenia nalezy postuzyé sie prawdopodobienstwem uzycia poszczegdl-
nych strategii przez Gracza 1. Niech p4, bedzie oznaczaé prawdopodobien-
stwo uzycia strategii A; przez Gracza 1, a pp, prawdopodobietistwo uzycia
przez niego strategii By. Przypominam, iz zgodnie z definicja wartosé praw-
dopodobienistwa jest nieujemna i mniejsza badz réwna 1. Wartosci wszyst-
kich mozliwych prawdopodobienistw danego zdarzenia sumuja sie do 1. Czyli
pB, = 1 — pa,. Adekwatnie definiujemy obiekty pa,,pn, jako prawdopodo-
bienistwa wyboru odpowiednio strategii A, Bs przez Gracza 2. Jezeli —2,0,
to odpowiednio wartosci, jakie moze zyska¢ Gracz 1, gdy jego przeciwnik
zastosuje strategie As, to warto$¢ oczekiwana wyptaty Gracza 1, gdy Gracz
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2 zastosuje strategie As, oznaczamy EG 4, i obliczamy jako sume iloczynéow
wyptaty dla Gracza 1 razy prawdopodobienistwo uzycia przez niego danej
strategii, EGa, = —2-pa, +0-(1—pa,). Wracajac do naszej nadziei matema-
tycznej: jezeli jej warto$é bedzie mniejsza niz 0, to osoba stosujaca strategie
zgodnie z wyliczonym prawdopodobieristwem srednio moze liczyé na strate,
a jesli wieksza niz 0, to na zysk.

W celu obliczenia strategii wyréwnujacej dla Gracza 1 nalezy wyliczy¢
prawdopodobienistwo, z jakim powinien on uzyé swoich strategii, aby uzy-
skaé¢ dla siebie optymalna wyplate, niezalezaca od wyboru strategii przez
przeciwnika. Wyliczmy najpierw wartos$é oczekiwana wyplaty, na jaka moze
liczy¢, gdy Gracz 2 uzyje strategii As,

EGa, = —2-pa, +0-pp, = —2-py,
oraz gdy uzyje strategii B,
EGp, =3 pa, —PB,-
Aby wartosé oczekiwana Gracza 1 nie zalezata od wyboru strategii przez
jego rywala, nalezy rozwigzaé¢ ponizszy uktad réwnan.

{ EG., =EGp,
pB, =1—pa,

_2'pA1 :3pA1_(1_pA1)
B, =1—pa,

EG,, =EGp,

{
{
{

—2-pa, =3-pa, — (1 —pa,)
pB, =1-—pa,

6'pA1 =1
P, =1—pa,

{pAl :% s
P, =1—pa, =3

Wyliczylismy, iz aby zapewni¢ sobie bezpieczng wygrang Gracz 1 powinien
stosowaé strategie A; z prawdopodobienistwem %, a strategie B z prawdo-

podobienstwem %. Przy takim podziale prawdopodobieristwa wartosé ocze-
kiwana jego wygranej przy obojetnej strategii Gracza 2 wynosi
1 1
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Wyznaczajac analogicznie strategie wyréwnujaca dla Gracza 2, otrzy-
mamy:

EGa, =pa, -2+ (1 —pa,) - (—3) =2pa, — 3+ 3pa, = 5pa, — 3
IECT¥B1 =DPA, '0+(1*pA2)'1:17pA2

EG4, =EGp,
5pa, —3=1—Dpa,
2
pAzzg
1—pa, =pB, = 1
3

Strategia wyrownujaca dla Gracza 2 bedzie wiec uzycie strategii A, z praw-

dopodobienstwem % i uzycie strategii By z prawdopodobiefistwem % Jego

oczekiwana wyplata wynosi EG4, = EGp, =5- % -3= % Przypomnijmy, iz
nadzieja matematyczna Gracza 1 wyniosta —%. Poniewaz jest to gra o sumie
zerowej, wynik dla obu graczy jest przeciwstawny. Wynik jaki uzyskalismy
jest odpowiednikiem punktu siodtowego w strategii czystej, gdyz, stosujac
swoje strategie z poszczegbdlnym prawdopodobienistwem, Gracz 1 moze za-
gwarantowaé sobie wygrana na poziomie co najmniej a, a Gracz 2 na po-
ziomie co najmniej —a. Uzywanie przez nich strategii wyréwnujacych daje
im optymalng wygrang bez wickszego ryzyka. Warto zaznaczy¢, ze dla gier,
ktore maja punkt siodlowy, powyzsza metoda nie zadziala.

Czytajac o metodzie, ktéra wybiera strategie za pomoca prawdopodo-

bienistwa, natknetam si¢ na bardzo zabawne poréwnanie.

Problem polega jednak na tym, ze podejmowanie istotnych decyzji za pomoca
losowania moze byé dla spotecznosci metodg trudng do zaakceptowania — ale
taki sam efekt osiggnie sie, gdy szaman wskaze wtasciwy sposcb
postepowania na podstawie badania, na przyktad, przypadkowych wzoréw na
kosciach karibu, a odpowiednie requly interpretacji wrézb optymalizujg
prawdopodobieristwa wybierania poszczegolnych strategii®.

Czyzby chodzenie do wrézki byto metoda podejmowania decyzji za pomoca
strategii mieszanej dla bardziej leniwych umystow?
Podsumujmy dotychczasowo poznane metody.

1. Dominacja strategii. Jedna strategia dominuje (stabo dominuje) druga
strategie, jesli gwarantuje w kazdym przypadku lepsza (badz taka sama)
wygrang jak strategia zdominowana. Racjonalny gracz odrzuca strate-
gie zdominowane.

6[1] s. 28
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2. Kryterium punktu siodtowego. Racjonalni gracze wybieraja strategie
zawierajace punkt siodtowy, gdyz w ten sposéb maksymalizuja swoje
zyski, minimalizujac straty. Do szukania punktu siodlowego mozna wy-
korzysta¢ metode z maksyminami. Gra moze nie zawiera¢ punktu sio-
dlowego, badZz mie¢ ich kilka. Punkt siodlowy jest jednoznaczny co do
wartosci.

3. W przypadku braku punktu siodtowego, wyznaczanie strategii miesza-
nej. Metode te uzywamy, gdy gramy w gre wiecej niz jeden raz. Polega
ona na wyliczeniu prawdopodobienistwa, z jakim powinnismy stosowaé
dane strategie, aby zminimalizowaé straty.

Majac powyzsze metody, popatrzmy na przyktad ich zastosowania.

Dwie armie — armia 1 i armia 2 — walczg przeciwko sobie. Armia 1 broni
swojej bazy przed atakiem rakietowym armii 2. Wiadomo, ze armia 2 ma
cztery rakiety, w tym dwie atrapy. Z kolei armia 1 ma tylko dwa pociski
przeciwrakietowe. Pocisk antyrakietowy wystrzelony po i-tej rakiecie moze

zniszezycé i-tq rakiete albo i+1 rakiete. Niszczy te rakiete, ktora jest
prawdziwa. Armia 1 wygrywa, jesli zdota obronié sie przed wszystkimi
rakietami; armia 2 jesli uda im sie trafi¢ we wrogq baze chociaz raz. W jaki
sposéb armie powinny zaplanowaé swoje dziatanie, aby wygrac?

Oznaczenia:

e Niech A oznacza atrapy rakiet.

e Niech R oznacza prawdziwe rakiety.

e Strategie armii 1 oznacza¢ bedziemy przez wyrazenie ij, gdzie
i,j € {1,2,3,4}, i # j. Przez napis ij rozumiemy odpalenie pierwszego
pocisku po ujrzeniu i-tej rakiety, a nastepnie wystrzelenie kolejnego
pocisku po ujrzeniu j-tej rakiety armii 2.

e Strategie armii 2 oznaczaé¢ bedziemy przez permutacje 4-elementowa
multizbioru {4, A, R, R}.

Tabelka wyplat przedstawia sie nastepujaco:

Armia 2

RRAA | RARA | RAAR | ARRA | ARAR | AARR

12 | (1,-1) (1,-1) (-1,1) (1,-1) (-1,1) (-1,1)

— | 13| (-1,1) (1,-1) (1,-1) (1,-1) (1,-1) (-1,1)
-Cé 14 | (-1,1) (-1,1) (1,-1) (-1,1) (1,-1) (-1,1)
& 23 | (-1,1) (-1,1) (-1,1) (1,-1) (1,-1) (1,-1)
24 | (-1,1) (-1,1) (-1,1) (-1,1) (1,-1) (1,-1)

34| (-1,1) (-1,1) (-1,1) (-1,1) (-1,1) (1,-1)
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Odpowiednio wartos¢ 11 —1 oznacza wygrana lub przegrana. Uczyrimy na-
stepujace spostrzezenia.

e Postugujac sie kryterium dominacji, mozna wykluczy¢ strategie 14 (jest
zdominowana przez strategie 13), 24 i 34 (zdominowane przez strate-
gie 23). Wynika to racjonalnej przyczyny — armii 1 nie oplaca sie czekad,
az armia 2 wystrzeli czwarta rakiete, poniewaz w hipotetycznej sytu-
acji zniszczy tylko jedna rakiete, a nie dwie. Ze wzgledu na zalozenie
o racjonalnosci graczy tabele wyplat mozna zredukowac.

Armia 2
RRAA | RARA | RAAR | ARRA | ARAR | AARR
12 | (1,-1) (1,-1) (-1,1) (1,-1) (-1,1) (-1,1)
13 | (-1,1) (1,-1) (1,-1) (1,-1) (1,-1) (-1,1)
23 | (-1,1) (-1,1) (-1,1) (1,-1) (1,-1) (1,-1)

Armia 1

e Strategie RARA, ARRA, ARAR sa zdominowane przez strategic RAAR.
Ponownie redukujemy tabelke.

Armia 2
RRAA | RAAR | AARR
12 | (1,-1) (-1,1) (-1,1)
13| (-1,1) | (I-1) | (-L,1)
23 | (-1,1) (-1,1) (1,-1)

Armia 1

e Ta gra nie ma punktéw siodlowych.

Armia 2
RRAA | RAAR | AARR | min Armii 1
— 12 (1,-1) (-1,1) (-1,1) (-1,1)
= 13 (LD | (1-1) | (L1 (-1,1)
T [@D () @D [ (LD
min Armii 2 | (1,-1) | (1,-1) | (1,-1)

Tabelki w takiej formie nie da sie juz bardziej zredukowaé. Widaé w niej
jednak pewng podpowiedz dla armii 2 — powinni wystrzeli¢ kolejno 2 atrapy
rakiet.

e Wobec trzeciej przestanki poszukamy strategii mieszanej. Zauwazmy,
iz wartoSci w macierzy nad i pod przekatna sa takie same. Wystarczy
wiec wyliczy¢ strategie wyrdéwnujaca dla jednej z armii, gdyz obliczenia
dla drugiej beda takie same (zamiana miejscami wierszy i kolumny nie
zmieni macierzy). Wyliczymy strategie wyréwnujaca dla armii 1.
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Niech EA2zpaa,EA2Rar4, EA244rRr O0znaczaja wartosci oczekiwane
wyplat dla armii 1, przy uzyciu strategii przez armie¢ 2 ze zbioru
{RRAA, RARA, AARR}, natomiast p,q,1 — p — ¢ odpowiednio praw-
dopodobienstwa uzycia tych strategii.

EA2pran=p—q—(1-p—q)=p—q—-1+p+qg=2p—1
EA2rara = —p+q—(1—-p—q¢)=—p+q—14+p+q=2¢—1
EA244arr=-Dp—q+1—-p—q=1-2p—2q

2p—1=29g—-1 <= p=q

1
1-4g=2¢-1 < 2=06¢ < ¢=3

1

ng

1

l—p—q=§
1

Zarowno armia 1, jak i armia 2 powinny korzystaé¢ ze swoich strategii
z prawdopodobienistwem % Oczekiwana wyptata dla armii 1 wynosi —%,
a poniewaz to gry o sumie zerowej, dla armii 2 nadzieja matematyczna wy-
niesie % Jak wida¢, w tym wypadku tatwiej atakowaé, niz sie bronic.
Powyzej przedstawiony model jest bardzo uproszczony. Rzeczywistosé
trudno jest modelowaé teoria gier. Trudno przewidzie¢ wszystkie zmienne,
wszystkie scenariusze. Za pomoca teorii gier mozemy tylko przybliza¢ pewne
sytuacje oraz zdobywaé o nich jakie$ informacje. Jednak nie od dzis wiadomo,
ze rozum to potezne narzedzie, ktore majac za swoj jezyk matematyke, zbu-
dowang na logice, jest w stanie pokonywaé coraz to nowsze bariery. Coz wiec
pozostaje nam robi¢, jak nie rozszerza¢ wiedze i szukaé coraz to doskonal-
szych metod, aby modelowaé rzeczywistosé? Takich metod m.in. w sytuacjach
konfliktu dostarcza nam teoria gier. Pozwala ona na chtodng ocene roznych
strategii i pomaga wybraé, chociazby przez szacowanie prawdopodobieristwa,
najlepsze rozwiazanie.
Magdalena Wnetrzak
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[X SWIETO LICZBY 7T — 15 marca 2016 r.]

w Instytucie Matematyki US

HARMONOGRAM

( 9:00-14:00 Warsztaty KNM US
10:00-10:45 Stow kilka o dziwnych liczbach — dr tukasz Dawidowski
10:45-11:30 Czy wszystkie liczby ™ sq réwne? — mgr Szymon Draga
11:30-12:15 Metoda Monte Carlo i podstepne korelacje — mgr Joanna Zwierzynska
12:15-13:00 Dowody bez stow — Mateusz Szymanski
13:00-13:45 O teorii mocy zbioréw — Mateusz Kula
10:00—-12:00 Pokazy i warsztaty Palacu Mlodziezy w Katowicach, s. 228

— mgr Dorota Kolany, mgr Justyna Brys

14:10-15:10 Warsztaty: Podstawowe znaki matematyczne w jezyku migowym,

dawna czytelnia

12:00-14:00 Konkurs Mistrz Matematyki — mgr Aurelia Tomaszewska

Gimnazjum nr 21 w Katowicach

13:14-13:59 Konkurs Bicie rekordu rozwiniecia liczby m, s. 228
14:15-15:15 Rozdanie nagrod

WARSZTATY KNM

s. 208:
s. 209:
s. 211:
s. 216:
s. 224:

s. 225:
s. 429:
s. 231:
s. 233:

s. 535:

s. 535:

Zagadki logiczne 1 (9:00-14:00) — Michat Kolany, Krzysztof Gométka

Zagadki logiczne 2 — Grzegorz Heller, Kamil Zwierzynski, Karolina Spigiel
Zagadki logiczne 3 — mgr Katarzyna Mis, Agnieszka Gawor, Aleksandra Krawiec
Delfiny, nietoperze i roboty (8:00, 9:00, 11:00, 12:00) — dr Jolanta Sobera

Kawiarnia Szkocka (9:00-14:00) — Martyna Biskup, tukasz Rak, Kamila Broda,
Wojciech Bury, Sebastian Haratyk, Adam Dobosz, Adrian Baziuk, Hanna Cmiel

Kasyno (9:00-14:00) — mgr Roksana Brodnicka, Piotr Mikula, Michat Ksigzek
Szyfrowanie klasyczne (10:00, 12:00, 14:00) — Magdalena Wnetrzak
Fraktale (9:00-14:00) — Krzysztof Granek, Michat Botor

Tr-lionerzy (9:00-14:00) — mgr Konrad Jatowiecki, mgr Pawet Bialas,
Tomasz Kotodziej

T-knik w T-landis — warsztaty dla najmtodszych (10:00) — Marta Hernik,
Monika Lamprecht, Matgorzata Gajda, Anna Ktosowska

Przygoda w Tl-landit — warsztaty dla szkot podstawowych
(11:15, 12:15, 13:00, 14:00) — Monika Lamprecht, Marta Hernik




[Matematyka w Uniwersytecie Slaskim]|

W rankingach na najlepszy zawod $wiata wygrywa... matematyk. Kolejne miej-
sca zajmuja statystyk i aktuariusz - czyli tak naprawde réwniez matematycy. Cie-
kawa praca, wysokie zarobki, §wietne perspektywy na przysztosé, stabilne zatrud-
nienie — miedzy innymi tymi cechami kieruja sie tworcy rankingéw. Moze zatem
warto rozwazy¢ studia matematyczne?

Co mozna robi¢ po matematyce? Wiekszosci 0s6b praca po matematyce kojarzy
sie z praca w szkole. Owszem, to jedna z opcji, ale absolutnie niejedyna. Matematyk
moze rowniez pracowa¢ w banku (na przyktad jako analityk ryzyka), moze zajmo-
waé sie programowaniem, moze przeprowadza¢ badania kliniczne nowych lekow,
zajmowag sie statystyka, moze tez zostaé¢ na uczelni i prowadzi¢ dalsze badania na-
ukowe... Wymienienie wszystkich mozliwych miejsc pracy nie jest mozliwe. Jedno
jest f)ewne: pracy po matematyce nie brakuje i jest to praca ciekawa i, co nie mniej
wazne, dobrze platna.

Zachecamy do studiéw matematycznych w Uniwersytecie Slaskim! Na studen-
tow czeka kilka specjalnosci:

matematyczne metody informatyki;

matematyka w finansach i ekonomii;

modelowanie matematyczne;

nauczycielska — nauczanie matematyki i zajeé komputerowych;
teoretyczna.

Nie wiesz, co wybra¢? Nie martw sie — wiekszo$é z nas tak miala. Dlatego
wlasnie specjalno$¢ wybiera sie dopiero po pierwszym semestrze studiow.

Wiecej informacji znajdziesz na stronie internetowej Instytutu Matematyki US
http://www.math.us.edu.pl/kandydat/index.html. A jesli masz jakiekolwiek py-
tania — napisz do nas! Mozesz kontaktowaé si¢ z pracownikami Instytutu Matema-
tyki, ale mozesz tez po prostu napisaé¢ do nas, studentéw, cztonkéw Kota Nauko-
wego Matematykow US. Czekamy pod adresem knm@knm.katowice.pl i na naszym
profilu na facebooku: www.fb.com/knm.katowice. Zachecamy do kontaktu!
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