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Witamy w sierpniowym numerze [MACIERZATORAa]!

Tym razem opowiemy o coraz bardziej popularnym uczeniu maszynowym,
pokazemy, co wspoOlnego z wyborem zaje¢ dodatkowych maja zlozena
Bandlera—Kohouta, a takze przedstawimy kolejna porcje ciekawych zadan
przestanych do redakcji. Opowiemy tez nieco o ksiazce poswigconej pamie-
ci Profesora Andrzeja Lasoty — jednego z nawybitniejszych uczonych naszej
uczelni.

Ciekawe]j lektury zyczy redakcja
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[Kilka slow o sieciach neuronowych]

We wspoélczesnym $wiecie technologii coraz wiecej zastosowan ma tzw.
uczenie maszynowe. Czym jest uczenie maszynowe? Jedna z popularnych
definicji zostata zaproponowana przez Toma Mitchella w 1977 i brzmi naste-

pujaco:

,Mowimy, ze program komputerowy A uczy sie na podstawie
doswiadczenia E wzgledem pewnej klasy zadan T i wydajnosci P, jesli jego
wydajno$é¢ wykonywania zadania T, wzgledem miary P, poprawia sie wraz

ze wzrostem doswiadczenia E”.

W tym artykule chcialbym przyblizy¢ jedna z metod uczenia maszynowe-
go, tzw. sieci neuronowe. Prosta sie¢ neuronowa mozna przedstawi¢ graficznie
w nastepujacy sposob:

Warstwa Warstwa
X Warstwa .
wer ukryta Wy
Sciowa Sciowa

L1

L2

T3

Rysunek 1: Topografia sieci neuronowej

Jest to prosta sie¢ sktadajaca sie z trzech warstw:
1. warstwy wejsciowej,

2. warstwy ukrytej,

3. warstwy wyjsciowej,

reprezentowanych przez trzy ,kolumny” neuronéw (oznaczonych za pomoca
okregow). Kazda sie¢ neuronowa zawiera dokltadnie jedna warstwe wejscio-
wa oraz wyjsciowa, moze natomiast zawiera¢ wiele warstw ukrytych. Liczba
neuronéw w kazdej warstwie jest dowolna.
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Na sie¢ neuronows mozemy patrzeé jak na funkcje, ktorej argumentami
sa neurony warstwy wejsciowej (z1,r2 1 x3), a wartosciag — wektor zlozony
z neurondéw warstwy wyjsciowej (w powyzszym przypadku skalar ). Neurony
w warstwach ukrytych reprezentuja pewne posrednie obliczenia.

Przyjrzyjmy sie blizej pojedynczemu neuronowi. W przypadku warstwy
wejsciowej reprezentuje on warto$¢ pojedynczej cechy badanych obiektow.
Natomiast wartosci neurondéw w kolejnych warstwach zaleza od wartosci neu-
ronéw w warstwach poprzednich. Kazdej krawedzi skierowanej w sieci neuro-
nowej przyporzadkowany jest parametr (waga) reprezentujacy wielkos¢ wply-
wu wartoéci neuronéw na poczatku krawedzi na neuron na jej koncu.

Rysunek 2: Neurony x1, x2, x3 wplywaja na neuron y z wagami odpowiednio
917 027 93'

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

1 01
— _ 0 . nT
r=| x|, 0= o |, z=60"=x
x3 03

Woéwcezas wartosé neuronu y obliczamy ze wzoru

y =g(2).

Funkcja g nazywana jest funkcja aktywacji neuronu. Jednym z przykltadow
takiej funkcji jest
1
Cl4e?’
ktorej wykres wyglada nastepujaco:

9(2)
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Jest to funkcja rosnaca, ktora przyjmuje wartosci z przedzialu [0,1] oraz
szybko! zbiega do 1 (co oznacza aktywacje neuronu), gdy z — oo, a do 0
(brak aktywacji), gdy © — —oc.

Dla neuronu y mozemy wiec napisac:

1

V=TT

Wré6émy do naszej pierwotnej sieci:

Wartosci neuronéw z warstwy wyjéciowej bedziemy nazywaé wynikiem
badz predykcja sieci neuronowej dla argumentu x = [x1, 22, 23])7 z warstwy
wejsciowej. W naszym przypadku w warstwie wyjsciowej mamy jeden neuron,
ktérego wartosé dla argumentu x = [x1, T2, v3]7 oznaczmy hg(x) (6 oznacza
zaleznosé¢ predykeji od wag wszystkich krawedzi w sieci). Wartosci neuronow
w sieci mozemy obliczyé ze zwiazkéw:

a; = g(210} + 110} + 23033), i=1,...,4
he(.’lﬁ) =h= g(aﬁfl + a19%2 + (L39%3 + a49%4)

W powyzszej sieci bedziemy stosowac tylko jedng funkcje aktywacji (przed-
stawiona wczesniej), w zwiazku z tym wartosci a1, az, as, as oraz hy(x) beda
wynosi¢ w przyblizeniu 0 lub 1. Poniewaz predykcja bedzie 0 lub 1, taka sie¢
pozwala rozwigza¢ problem klasyfikacyjny, np. wartosci x1, x2, T3 moga od-
powiada¢ wynikom matury kandydata na studia, a wartosé predykeji — temu,
czy dostanie si¢ na studia h = 1, czy nie h = 0.

1, Szybko” to pojecie wzgledne, ale wartosci g(—2) ~ 0,12 g(2) ~ 0, 88 sa dos¢ zblizone
do zera i jedynki.
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Ponizszy przykltad pokazuje zastosowanie sieci, ktorej wagi 6 juz znamy.

Przyktad 1 (Operator XNOR). Jest to dwuargumentowy operator logiczny,
ktorego wyniki przedstawia ponizsza tabela:

T To X1 XNOR X9
0 0 1
1 0 0
0 1 0
1 1 1

Sie¢ neuronowa realizujaca ten operator wyglada nastepujaco:

Pojawiaja sie tutaj dwa neurony o stalej wartosci 1, ktore dodaja do
sieci dodatkowe parametry niezalezne od wartosci danych wejsciowych z1, xa.
Obliczmy predykcje sieci dla 1 = 0 oraz xo = 1.

g(1-=30+21 20+ 25-20) = g(—10+0-20+ 1 -20) =

ay = (

= g(—10) = ! ~0

=910 = e *
az=g(1-10+z1-~20+ a3 ~20) = g(10+0- ~20 +1- —20) =

1
=910 = T 0
1
h=g(1- =10+ a1 20 + 0 - 20) = 9(~10) = ;=57 ~ 0.

Wynik jaki otrzymaliSmy z sieci neuronowej jest wiec zgodny z naszymi
oczekiwaniami.

Powyzszy przyklad pokazuje, jak za pomoca sieci przewidzie¢ wynik pro-
stej operacji. Wiemy juz zatem, jak korzystaé z sieci neuronowej, gdy znamy
jej parametry. Pytanie — skad je wzia¢? Tu z pomoca przychodzi proces ucze-
nia? sieci neuronowej.

2|Uczenia, czyli znajdowania odpowiednich wartosci parametrow 0
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Do procesu uczenia potrzebujemy danych, dla ktorych znamy juz wynik,
jaki powinni$my otrzymac z sieci neuronowej dla danego problemu. Zobacz-
my, na czym polega uczenie, na przykladzie kandydatéw na studia. Zatézmy,
ze mamy wyniki matury z polskiego, angielskiego i oczywiscie matematyki
m + k kandydatéw na studia, wraz z informacja, czy dostali sie oni na uczel-
nie, czy nie (taka klasyfikacje mozemy traktowaé jako zadaniem T z definicji
Toma Mitchella). Pierwszych m rekordow wykorzystamy jako przyktady do
uczenia sieci (czyli beda doswiadczeniem E z definicji uczenia maszynowego),
natomiast kolejnych k& do oceny wydajno$ci sieci, czyli oceny bledu predykcji
dla ustalonej topografii sieci.

Rozpoczynamy od wyboru jakies topografii (np. tej z Rysunku 1) oraz
przyjeciu losowych wartosci parametrow 6 (w przypadku topografii z Rysun-
ku 1 jest ich 16, poniewaz mamy 16 krawedzi). Teraz dla kazdego kandydata
mozemy obliczyé predykcje sieci (odpowiedz bedzie tym razem losowa) oraz
poréwnaé wyniki z rzeczywistymi danymi. Pozwoli to na obliczenie wielko-
$ci btedu predykcji sieci dla przyjetych parametréw za pomoca tzw. funkcji
kosztu J(#), zaleznej od wag sieci. Koszt (wielkos¢) btedu dla pojedynczej
predykcji dla i-tego kandydata oblicza sie ze wzoru:

J(0) = —y'log hg(z") — (1 — y")log(1 — he(z")),

gdzie y* = 1, gdy kandydat dostat sie na studia lub y* = 0, gdy mial mniej
szczescia. Przypominam, ze 3 jest znane.

Zobaczmy, dlaczego taka miara btedu ma sens. W przypadku kandydata,
ktory dostal sie na studia, prawy skladnik sumy jest réwny zeru, a koszt
wynosi — log(hg(x?)). Jezeli predykcji sieci jest bliska zeru, koszt jest bardzo
duzy, natomiast gdy jest bliska zeru, taki jest takze koszt. Podobnie w przy-
padku kandydata, ktory na studia sie nie dostal. Lewy sktadnik sumy jest
réwny zeru, a koszt wynosi log(1 — hg(z?)), zatem jest duzy, gdy predykcja
jest bliska jedynce oraz maty, gdy jest bliska zeru.

Btlad dla catego zbioru przyktadéw, czyli wszystkich kandydatow, oblicza
sie jako $redni koszt przypadajacy na jeden przypadek, czyli

J0) = = |3~y log ho(a) + (1 = ) log(1 — ha(a")

Teraz musimy znalez¢ takie warto$é parametrow 6, aby zminimalizowaé
btad predykcji, czyli wartosé funkceji kosztu J. Osiaga sie to metoda wstecznej
propagacji bledu, ktorej nie bede tutaj dokladnie opisywal (mozna ja znalezé
w Internecie pod hastem backpropagation algorithm).
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Po znalezieniu najbardziej optymalnych wartosci parametrow 6, ktore
oznaczymy przez 61, obliczamy wartos¢ kosztu dla k pozostalych rekordow.

k
T0w) =~ [ 32 ulogha(a®) + (1 = ') og(1 — ho(e")

Wartos¢ J(6(1)) mozna traktowac jako wartosci odwrotnosci® wydajnosci
P z definicji uczenia maszynowego sieci neuronowej o ustalonej topografii.
Mozemy teraz powtarza¢ proces uczenia dla innych topografii, obliczaé¢ kolej-
ne wartosci J(0()), J(0(s)),... i wybrac topografie, ktora zapewnia najmniej-
szy koszt ($redni btad predykeji).

Niniejszy artykul zawiera jedynie podstawowe informacje dotyczace sie-
ci neuronowych. W Internecie mozna znalez¢ wiele materialéw na ten te-
mat. Na stronie http://playground.tensorflow.org/ mozna bardzo tatwo za-
projektowaé sie¢ neuronowsa i zobaczy¢, jak jej ztozonosé wplywa na szyb-
kos¢ uczenia czy dokladnosé wynikéw. Sieciach neuronowe sa stale rozwijane
oraz przystosowywane do rozwigzywania coraz bardziej zlozonych proble-
moéw zwiazanych choéby z rozpoznawaniem obiektéw na zdjeciach (np. osob,
budynkow, samochodéw czy zwierzat). Maja nawet pewien aspekt artystycz-
ny; wystarczy wpisaé fraze google deep dream w wyszukiwarce internetowej,
aby zobaczy¢ fantastyczne zdjecia, przerobione z nieklasycznym uzyciem sieci
neuronowych.

Adam Dobosz

[Ztozenia Bandlera—Kohouta a wybor zajeé
dodatkowych]

Analiza portfelowa i rynki kapitalowe, modele rynkéw finansowych z cza-
sem dyskretnym, a moze nieklasyczne metody statystyczne? Tyle roznych
mozliwodci, a mozna wybraé tylko jeden modul... Na ktory przedmiot specja-
listyczny sie zdecydowac¢? Nie macie pojecia? Spokojnie — z pomoca przycho-
dza Wam zlozenia Bandlera-Kohouta. Dzieki nim wyboér stanie sie prostszy.
Ale czym sg owe zlozenia?

Aby moéc wprowadzi¢ pojecia ztozenn Bandlera—Kohouta, potrzebujemy
kilku innych, pomocniczych definicji.

Zacznijmy od wprowadzenia dwoch podstawowych definicji — zbioru na-
stepnikéw i poprzednikéw elementu wzgledem danej relacji.

Niech X, Y i Z beda dowolnymi niepustymi zbiorami oraz niech z, y i z
beda takimi dowolnymi elementami, ze x € X, y € Y i z € Z. Niech dalej

3Im wicksza wydajnosé¢ tym lepiej, podobnie im mniejszy koszt tym lepiej.
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R C X xY oraz S C Y x Z bedg relacjami okreslonymi odpowiednio na
iloczynach kartezjanskich zbioréw X i Y oraz Y i Z.

Definicja 1. Zbiorem nastepnikéw elementu x wzgledem relacji R nazywamy
taki podzbioér zbioru Y, ze

xR={y €Y :(x,y) € R}

Definicja 2. Zbiorem poprzednikow elementu y wzgledem relacji R nazywa-
my taki podzbior zbioru X, ze

Ry={x€ X :(x,y) € R}.
Przypomnijmy klasyczng definicje ztozenia dwoch relacji:
Definicja 3. Zlozeniem relacji R C X XY ¢S C Y X Z nazywamy taka
relacje Ro S C X x Z, ze

Ro S ={(x,2) EXXZ:ng[(x’y) € RA(y,z) € S]}.

Zauwazmy, ze powyzszy warunek mozemy zapisa¢ za pomoca definicji
zbioréw poprzednikéw i nastepnikéw elementu, mianowicie:

Twierdzenie 1. Niech RC X xY, SCY x Z. Wowczas:

RoS={(z,2) € X X Z:xzRNSz# D} (1)

Dowdd. Niech

A={(z,2) e X xZ: 3J [(z,y) € RA(y,2z) € S|}

yey

oraz

B={(z,z) e X x Z:2RN Sz #0}.
Pokazemy, ze A = B.

(z,2) € A 3 [(z,y) R A (y,2) € S] &

yeYy

=
& 3JyczR AN yeSze
yey

54

=

TR N Sz#0&
(x,z) € B
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Majac dane powyzsze definicje, mozemy wprowadzi¢ pojecia zlozen
Bandlera—Kohouta, czyli podztozenia, nadztozenia i zlozenia kwadratowego
relacji.

Definicja 4. Podztozeniem relacji R i S nazywamy taka relacje R < S C
X X Z, ze
RaS={(z,2) e X xZ:0#xRC Sz}.

Definicja 5. Nadztozeniem relacji R i S nazywamy taka relacje R S C
X x Z, ze
ReoS={(z,2) e X xZ:0+#SzCzR}.

Definicja 6. Ztozeniem kwadratowym relacji R i S nazywamy taka relacje
RoSCX X Z, ze

RoS={(z,2) e XX Z:0#zR= S5z}

Uwaga. Bandler i Kohout w swoich rozwazaniach dopuszczali mozliwo$é,
aby zbiory xR oraz Sz byly zbiorami pustymi, jednakze, jak zauwazyli w [1]
De Baets i Kerre, warunek niepustosci zbiorow xR czy Sz, wystepujacy w po-
wyzszych definicjach jest wazny, gdyz gdyby tak nie byto, to ztozenia te mo-
glyby zawiera¢ wiele niechcianych par.

Pewnie zastanawiacie si¢ teraz, co te ztozenia maja wspolnego z wyborem
przedmiotu specjalistycznego. Aby rozwia¢ Wasze watpliwosci, przesledzmy
ponizszy przykiad.

Przyktad 1. Niech X, Y i Z beda odpowiednio zbiorami studentéw, zain-
teresowan /tematow i dostepnych wykladow/przedmiotéw, a R C X x Y,
S CY x Z relacjami okreslonymi odpowiednio na iloczynie kartezjanskim
zbioréw X 1Y oraz Y i Z. Dla studenta = € X i tematu y € Y relacje R
okre$lamy nastepujaco: ,Moéwimy, ze student = i temat y sa w relacji R wtedy
i tylko wtedy, gdy student = przejawia zainteresowanie tematem y” (relacja
ta powstala jako wynik ankiety przeprowadzonej wsrod studentéow). Dla te-
matu y € Y i przedmiotu z € Z relacje S okreslamy nastepujaco: ,Moéwimy,
ze temat y i przedmiot z sa w relacji S wtedy i tylko wtedy, gdy temat y jest
poruszany na przedmiocie 2” (relacje te tworzymy zgodnie z sylabusem).

Zauwazmy, ze odpowiednio ztozeniem, podztozeniem, nadztozeniem i zto-
zeniem kwadratowym tych relacji sa:

1. (z,2) € RoS < Jyey|(z,y) € RA(y, z) € S], czyli istnieje zainteresowa-
nie y, ktore przejawia student x i jest ono poruszane na przedmiocie z.

2. (r,2) € R4S & 0 # xR C Sz, czyli wszystkie zainteresowania y, ktore
przejawia student z, sa tylko niektérymi tematami y poruszanymi na
wykladzie z.
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3. (z,2) € RS & 0 # Sz C xR, czyli wszystkie tematy y poruszane
na przedmiocie z sa tylko niektérymi z zainteresowan y studenta x
(problem uczestnikow kol naukowych).

4. (z,z) € Ro S & 0 # xR = Sz, czyli wszystkie zainteresowania y
studenta = sa dokladnie takie jak tematy y poruszane na wykladzie z.

Mozemy stad wywnioskowaé, ze wynik

1. podzlozenia z pewnoscig zainteresuje studenta, ktéry chce poszerzyé
swoja wiedze i znalez¢ na tym wyktadzie wiele innych ciekawych tema-
tow;

2. nadzlozenia zaciekawi studenta, ktory ma wiele zainteresowari (pro-
blem uczestnikow kot naukowych);

3. zlozenia kwadratowego idealny bedzie dla studenta, ktéry przy mi-
nimalnym nakladzie pracy pragnie znalezé odpowiedzi na wszystkie
swoje pytania.

Jak widzimy, zlozenia te jedynie pomagaja przy wyborze przedmiotéw.
Zauwazmy, ze leniwego studenta zadowoli wynik ztozenia kwadratowego, zas
studenta ambitnego wynik nadztozenia. Najmniej miarodajnym wynikiem
bedzie wynik zlozenia klasycznego.

Odnotujmy jeszcze, ze jezeli zatlozymy, iz wyzej omawiane zbiory X i YV
sa zbiorami skoriczonymi, to relacje mozna przedstawi¢ w postaci macierzy
o elementach 0 i 1. Przedstawienie to umozliwia napisanaie aplikacji (np.
okienkowej) wyznaczajacej ztozenia Bandlera—Kohouta.

Artykut ten mial na celu wprowadzenie pojeé ztozenia, podztozenia, nad-
zlozenia i ztozenia kwadratowego relacji. Jezeli bytby kto§ bardziej zaintere-
sowany tym temtem (badz zobaczeniem jak dziata aplikacja wyznaczajaca te
relacje), to zapraszam do kontaktu.

[Literatural]

[1] B. De Baets, E. Kerre, Fuzzy relations and applications, ,Advances in Electro-
nics and Electron Physics”, vol. 89, Academic Press (1994), 267-274.
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[3] J. Sobera, Mized pseudo-associativities Bandler—Kohout compositions of rela-
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[Mathematics like Poetry.
Andrzej Lasota 1932-2006]

Lubie wyszukiwaé¢ do [MACIERZATORa] ciekawe ksiazki — tak nowosci,
jak i te, ktore na potkach stoja juz od bardzo dawna. Tym razem przed-
stawiam Czytelnikom ksiazke szczegolnie mi bliskg, bo w ktorej tworzeniu
mialam zaszczyt i przyjemnosé mieé¢ udzial od poczatku do korca: ksigzke
poswiecong pamieci Profesora Andrzeja Lasoty, matematyka $wiatowego for-
matu, wykladowcy naszej uczelni, doktora honoris causa Uniwersytetu Sla-
skiego w Katowicach.

Profesor Andrzej Lasota odszedl dziesie¢ lat temu, 28 grudnia 2016 ro-
ku. Jest jednak ciagle obecny duchem w naszym Instytucie, o co szczegolnie
dba dr hab. prof. US Henryk Gacki, dla
ktorego Profesor Andrzej Lasota byt Mi-
strzem, ale tez — Przyjacielem (Prof. La-
sota byl nawet $wiadkiem na jego slubiel!).
Co roku w drugi piatek stycznia organizo-
wany jest Wyklad im. Profesora Andrzeja
Lasoty. Wyktady wyglaszaja najwybitniej-
si matematyci z Polski i zagranicy — dosé
wspomnieé, ze byli wéréd nich tacy mate-
matycy, jak Michael C. Mackey czy Tien-
Yien Li.

Teraz, w dziesigta rocznice $mierci
Profesora Andrzeja Lasoty, w rece czy-
telnikow trafia poswiecona mu ksigzka:
Mathematics like Poetry. Andrzej Laso-
ta 1932-2006 (red. Henryk Gacki, wspol-
udzial Joanna Zwierzynska, Wydawnictwo Uniwersytetu Slaskiego, Ka-
towice 2016). Znajdziemy w niej biografie Profesora, okraszong wie-
loma zdjeciami, przedruki artykuléw i wywiadéw, a takze — wspo-
mnienia. Wspomnienia, ktore napisali ci, ktorym Profesor Andrzej
Lasota byl szczegélnie bliski. A sa wsérod nich tacy matematycy,
jak wymienieni wczesniej Michael C. Mackey, Tien-Yien Li, ale tez
James A. Yorke, Shui-Nee Chow i wielu, wielu innych...

Ksiazka jest wyjatkowa takze dlatego, ze nie mozna jej kupi¢. Mozna ja
tylko otrzymac. Dostali jg juz uczestnicy Konferencji Zastosowan Matematyki
w Zakopanem; otrzymaja tez uczestnicy jubileuszowego, X Wyktadu im. Pro-
fesora Andrzeja Lasoty, ktory odbedzie sie w styczniu 2016 roku. Na wyktad
zaproszeni s wszyscy zainteresowani — i goraco do przyjscia zachecam!

Wiecej o ksiazce: http://wydawnictwo.us.edu.pl/node/12843

Joanna Zwierzynska
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[Z listow do Redakcji]

W 62. numerze [MACIERZATORa| przedstawialisémy Czytelnikom kil-
ka ciekawych zadan, przygotowanych przez pasjonata matematyki — Michala
Kremzera. Dzi$ tez prezentujemy kilka interesujacych zadan jego autorstwa.
Szczegodlnie polecamy je studentom specjalnosci nauczycielskiej (warto wy-
korzystaé je na kotku w szkole!) oraz zagladajacym do [MACIERZATORA]
uczniom.

@ Przestawiony punkt

Na wykresie funkcji parzystej f: R — R przestawiono jeden punkt
i otrzymano wykres funkcji nieparzystej. Scharakteryzowac funkcje f(x).

@ Stopient wielomianu

1) Stopien wielomianu P(z) jest réwny 5.
Stopient wielomianu P(z) — Q(x) jest rowny 4.
Co mozna powiedzie¢ o stopniu wielomianu P(z) — 2Q(x)?

2) Wielomian W (x) przyjmuje tylko wartosci ujemne. Co mozna po-
wiedzie¢ o stopniu tego wielomianu?

3) Czy jest jakis zwiazek miedzy parzystoscia wielomianu, a parzy-
stoscia jego stopnia?

4) Stopieri wielomianu P(z) jest rowny stopniowi wielomianu Q(z).
Czy z tego wynika, ze stopienn wielomianu x + P(x) jest roéwny
stopniowi wielomianu x + Q(x)?

o Uklady rownan z minimum i maksimum

1) Poda¢ przyklad liczb catkowitych a,b, ¢ parami réznych i spelnia-
jacych uklad réwnan:

1A)
min(a, b) + min(a, ¢) + min(b, ¢) = 100
max(a, b) + max(a, ¢) + max(b, ¢) = 102

1B)

min(a, b) + min(a, ¢) + min(b, ¢) = 100
max(a, b) + max(a, c) + max(b, ¢) = 1000000
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2) Wyznaczyé wszystkie pary liczb rzeczywistych (a,b) spelniajace
uktad réwnan:

{ min(a, b) + max(a,b) = 2a + 3b
min(a, b) max(a,b) = (a+ 1)(b+ 1)

@ Uklady z liczbami naturalnymi
Czy ponizsze uklady réwnan maja rozwiazania w takich liczbach na-
turalnych dodatnich a, b, c,d, k, m,n, ze kazda z liczb a, b, c,d, k, m jest
mniejsza od n?

1) 2)
2kn = ab k+n=2a—-b+1
dn = 2ac d+n=2b—c+1
mn = bc m+n=2c—a-+1
[Rozwiazania|

@ Przestawiony punkt

cdlax=alubxz = —a,
fz) =
0 dla pozostalych =z,

gdzie c oraz a sa rézne od 0.

@ Stopienn wielomianu

1) Jest rowny 5.
2) Jest liczba parzysta.

3) Wielomian bedacy funkcja parzysta jest stopnia parzystego. Wie-
lomian niezerowy bedacy funkcja nieparzysta jest stopnia niepa-
rzystego.

4) Nie, np. P(z) =z, Q(z) = -z + 1
@ Uktady réwnan z minimum i maksimum

1A) Nie ma takich liczb. Wskazowka: Jezeli liczby catkowite = i y sa
rozne, to max(x,y) jest liczba wieksza lub réwna min(x,y) + 1.

1B) a = 20, b= 60, c = 499970.
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2) Jedynym rozwiazaniem ukladu jest para (—2,1). Wskazowka: Dla
dowolnych liczb a i b zachodza réwnosci

min(a,b) + max(a,b) =a+b
oraz
min(a, b) max(a,b) = ab
@ Uktady z liczbami naturalnymi
1) Tak,np. a=9,b=4,¢=9,d=9, k=1, m=2,n=18.
2) Nie. Dodajac réwnania stronami, otrzymamy:
k+d+m+3n=a+b+c+3
— sprzeczno$é z warunkami zadania.
A na zakonczenie — do rozwazenia:
[Suma promieni réwna wysokosci|

W ksiazce Pana Witolda Stachnika ,Zbiér zadan z matematyki na ocene
celujacy” (Wydawnictwo Szkolne Omega, Krakow 2003) na stronie 40 jest
(wraz z rozwigzaniem) takie oto zadanie:

Z wierzchotka C kata prostego w trojkacie prostokatnym ABC
poprowadzono wysoko$é C'D. Udowodnié, ze dhugosé¢ wysokosci C'D jest
rowna sumie dlugosci promieni okregéw wpisanych w trojkat ABC),
trojkat ADC' i trojkat BDC.
Sformutuje i udowodnie twierdzenie odwrotne.
Jezeli w trojkgcie ABC dtugosé wysokosci CD (punkt D nalezy do
odcinka AB) jest rdwna sumie diugosci promieni okregdw wpisanych
w trajkgt ABC, trdjkgt ADC i trdjkgt BDC, to kgt ACB jest prosty.

Dowdd. Skorzystam ze znanego (i wzglednie prostego do udowodnienia) wzo-

ru z geometrii tréjkata:
e\ | =7——"7
2 (p—a)

gdzie bok a lezy naprzeciw kata A, p jest potowa obwodu trojkata.
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Stosujac ten wzor do trojkatow ABC, ADC, BDC', otrzymuje
C
2r(1) = (AC + BC — AD — BD) tg £y
2r(2)=AD+CD - AC
2r(3) =BD+ CD — BC
gdzie r(1),7(2),r(3) oznaczaja dtugosci promieni okregéw wpisanych odpo-

wiednio w trojkaty ABC, ADC, BDC.
Dodajac te trzy réwnania stronami, otrzymuje

2(r(1) + 1(2) + 7(3)) = 2CD + (AC + BC — AD — BD) <tg (S) _ 1> .

Poniewaz AC+BC > AB = AD+BD, zréwnosci r(1)+r(2)+r(3) = CD
otrzymuje, ze tg (%) =1, czyli kat ACB jest prosty. O

Panu Michatowi Kremzerowi bardzo dziekujemy za nadestanie ciekawych
zadan!

[Redakcja [MACIERZATORa| zaprasza do
wspolpracy!]
[MACIERZATOR| to gazetka wydawana przez Kolo Naukowe Matema-
tykow Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach. Piszemy o tym, co nas ciekawi,

zastanawia. To miejsce, w ktorym mozna opublikowaé pierwsze pomysty ma-
tematyczne, recenzje, eseje. Piszemy o réznych rzeczach:

@ przedstawiamy nasze pierwsze drobne matematyczne pomysty;

@ opisujemy szczegblnie ciekawe naszym zdaniem zagadnienia matema-
tyczne;

@ przedstawiamy wyjatkowe zadania z matematycznych konkurséw i olim-
piad;

@ recenzujemy popularnonaukowe ksiazki z matematyki;

@ przypominamy postaci stynnych matematykow;

@ ... i nie tylko.

Wpadtes na ciekawy matematyczny pomyst i chcesz podzielié sie nim ze
Swiatem? Przeczytates cos interesujacego? A moze masz jeszcze inny pomyst
na artykut? Napisz do [MACIERZATORa]! Wpadnij do pokoju 524 w IM US,
aby omowié szczegoly, albo do nas napisz (np. na adres knm@knm. katowice.pl).
Zapraszamy!
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[Koto Naukowe Matematykéw US zapraszal

Chcesz porozmawiac o czyms ciekawym? Zainteresowal Cie jaki$ matema-
tyczny problem? A moze po prostu masz ochote z kim$ porozmawiaé¢? Koto
Naukowe Matematykow serdecznie zaprasza wszystkich studentéow! Dziatal-
no$¢ KNM zalezy gtéwnie od zainteresowari cztonkéw. Organizujemy:

@ wyjazdowe konferencje naukowe w Szczyrku — najblizsza juz niebawem!;

@ miedzynarodows konferencja International Students’ Conference on Ana-
lysis;

@ spotkania referatowe;

@ marcowe Swieto Liczby 7T

@ wieczory filmowe i wieczory gier...

...a takze po prostu spotykamy sie w pokoju 524 w Instytucie Matematyki US.
Niewazne, jaka masz $rednig (nikt Cie o to nie zapyta) — kazdy jest mile
widziany. Jesli masz ochote, mozesz co§ zaproponowaé, i wspélnie to zorga-
nizujemy. Mozesz opowiedzieé¢ o czym$ ciekawym, wlaczy¢ sie w organizacje
tego, co zaplanowane, albo po prostu z nami posiedzie¢. Informacje o ofi-
cjalnych spotkaniach KNM pojawiaja sie na stronie www.knm.katowice.pl
oraz na kolowym profilu na facebooku: www.facebook.com/knm.katowice.
Jesli jednak wolisz przyjsé nieoficjalnie (a do tego szczegélnie zachecamy!),
to po prostu zajrzyj kiedys do pokoju 524. Kazdy jest u nas mile widziany.
Zapraszamy!
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