Kilka dowodow nieréwnosci Cauchy’ego miedzy
srednimi

Szymon Draga

Twierdzenie (nieréwnosé Cauchy’ego miedzy $rednimi). Niech ayq,...,a, > 0, n € N.
Wowczas
aL+ ... +ay
Jay ..oy K ———m——,
n
przy czym rowno$é zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy a1 = ... = a,.

Dowéd nr 1 (klasyczny dowéd podany przez A. Cauchy’ego). Jedli a; = ... =
ay, t0 nierownosé jest oczywista. Wystarczy zatem pokazac, ze jesli nie wszystkie sposrod
liczb aq,...,a, sa rowne, to zachodzi nierownos¢ ostra. Bez straty ogélnosci zatdzmy, ze
a1 # as. Dla n = 2 mamy

ay + as

a1y <

1
— 0< 5(‘/6“ — Vaz)?.
Dla n = 4 mamy
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Kontynuujac to rozumowanie, dowodzimy prawdziwosci twierdzenia dla poteg dwdjki.
Niech teraz n < 2* dla pewnego k € N. Oznaczajac A = % oraz stosujac udowod-
niong nieréwno$¢ dla liczb aq, ..., a,, A, ..., A, uzyskujemy
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Dowéd nr 2 (indukcyjny). Oznaczmy G = /aj ... -a, oraz x; = %, i =1,...,n.

Dowodzona nieréwnos¢ przyjmuje postaé

T+ ...+x,>n, gdziex;-... -z, =1 (1)



I) Sprawdzenie dla n=2
Poniewaz x12zo = 1, jedna z liczb 1, x5 jest nie mniejsza, a druga nie wieksza od 1.
Zatem

r1t+ae=1—x1)(xg — 1)+ 2120+ 1 > 1 + 2729 = 2,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z; = x5 = 1.

IT) Zat6zmy, ze nieréwnos$é (1) jest prawdziwa dla pewnego n € N oraz x1, ..., 2,11 sa
takimi nieujemnymi liczbami, ze z; - ... - z,41 = 1. Bez utraty ogdlnosci zatézmy, ze
1= min x; oraz Is= max ;.
1<i<n+1 1<i<n+1
Wowczas x1 < 1 oraz x9 > 1. Z zaltozenia indukcyjnego dla liczb xyxo, x3,..., 2011
uzyskujemy
I1$2+£L’3+...+3§'n+1>n. (2)

Ale z1 < 1 oraz x5 > 1, wiec

(1 — Il)(l’g — 1) > 0,
czyli

r|+ xo — 1 > T1T2,

co w potaczeniu z (2) daje

T+ ...+ xTp1 2 n+ 1,
przy czym rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x; = 1 lub 2y = 1, czyli 1 =
... = Tpi1, poniewaz zatozyliSmy, ze x; jest najmniejsza, a xo najwiekszg sposrod liczb
L1yeooy Tpt1- ]

Dowéd nr 3 (prawdopodobnie najkrétszy).

Lemat. Dla dowolnego x € R zachodzi nieréwnosé e* > 1+ x, przy czym réwnosc
zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy v = 0.

Dowéd. Tworzymy funkcje pomocniczg f: R — R okre$lona wzorem f(x) =e* —z — 1.
Stosujac rachunek rézniczkowy, tatwo sprawdzié, ze funkcja f jest malejaca w przedziale
(—00,0), zas rosnaca w przedziale (0, 00). Oczywiscie f(0) = 0. O

Oznaczmy A = @F=tin Wowcezas

TS L § LS >ﬁ(1+ai—A) I
i=1

i=1

skad A > {/IIi; ai, przy czym réwnosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy % =0dla
i=1,...,n,czylia; =... =a, = A. O]

W pozostatych dwoch dowodach pominiemy czes¢ przy czym twierdzenia.



Dowéd nr 4 (oparty na nieréwnoéci Jensena).

Lemat (nieréwnos$¢ Jensena). Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg wypukle. Wowczas
dla dowolnych liczb nieujemnych q1,...,q,, n € N, o wlasnosci ¢ + ...+ q, = 1 oraz
dla dowolnych x1,...,x, € (a,b) zachodzi nieréuwnosé

flaury + .o+ qury) < quf (1) + .0+ o f (20).
Dowdd (indukcyjny). Pomijamy. ]

Przyjmujac w lemacie f: (0,00) — R, f(z) = —lnz dla x € (0,00) oraz ¢; = ... =
qn = %, otrzymujemy
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Dowéd nr 5. W dowodzie tym wykorzystamy nastepujacy lemat.

Lemat (twierdzenie o ciagach zgodnie monotonicznych). Niech a1 < ... < a, oraz
by < ... < b,. Wowczas dla dowolnej permutacyi o zbioru {1,...,n} zachodzi nieréwno$é

albg(l) + ...+ anbg(n) < a1b1 + ...+ anbn-

Dowdd (indukcyjny). Pomijamy. ]
Whiosek. Jezeliay < ...<a, orazb; > ... > b,, to dla dowolnej permutacji o zbioru
{1,...,n} zachodzi nieréwnosé

alba(l) +...+ anbg(n) > a1by + ...+ ayb,.

Oznaczmy G = {/ay - ... -a,orazxy = 1, 19 = a—Gl, ey Ty = ﬁ.Niechx’l,...,x%
bedzie taka permutacja liczb xy,...,x,, ze 2} < ... < 2. Wtedy ciagi 2}, ...,z oraz
..., = spelniajg zalozenia wniosku. Zatem
1 n
/ 1 / 1 / 1 / 1
n=w—+..+2, < —+... .+,
1 L, xa(l) xa(n)
gdzie o jest dowolng permutacja zbioru {1,...,n}. W szczegdlnosci
ar G aia Gt 1
n<l- —4+ = 24 4+ — = (a3 +ay+...+ay),
h G aq G2 a1ag . ..AQap—1 G( ! 2 n)
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